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Le Colloque du Groupe des didacticiens des mathquest du Québec (GDM) se tient a
chaque année dans une université québécoise d&puds En 2005, I'Université du
Québec a Montréal (UQAM) en a été I'hote, les 34etnai, au Département de
mathématiques, Pavillon Kennedy du complexe demees. Le théme et le programme
du colloque ont été élaborés par le comité de eoation du GDM, composé en 2004-
2005 de France Caron de I'Université de Montréal,Denis Tanguay de I'UQAM et
Laurent Theis, de I'Université de Sherbrooke. Reraes ici tous ceux qui ont contribué a
l'organisation locale du colloque, avec parmi edau@ia Corriveau, lzabella Oliveira,
Mireille Saboya, Linda Lemieux, Alexandre DucharRieard, M Lucie Dick, Fernando
Hitt et au premier chef, Jeanne Laporte-Jobin, mmaitoeuvre de cette organisation. Un
merci tout particulier a Zakaria ElI Mrabet, qui &raur pied et tenu a jour le site web du
colloque avant et pendant sa tenue.

LE THEME DU COLLOQUE

Le citoyen des sociétés industrialisées est apgfs@ue jour a utiliser des systémes de
plus en plus complexes, pour lesquelles ses caaraiss techniques et instrumentales
sont vite dépassées, et qui requierent une fléélet adaptabilité de la pensée sollicitant
fortement sa capacitéraisonner.Pour étre un citoyen responsable et un consommateu
avisé, il doit notamment avoir une compréhensioniméle des lois, réglementations,
contrats, modes d'emploi, et de leurs mécanisrapgplitation.

L'étude et la recherche dans des domaines commxedeela pharmacologie, de la
biochimie, des biotechnologies etc., ou moins gpgement dans la plupart des domaines
des sciences humaines, ne sont guere possibles wwamsmaitrise adéquate du
raisonnement inductifPar ailleurs, le développement important des rteldyies de
I'information et la place prépondérante qu'y occlapprogrammation informatique créent
dans nos sociétés un besoin pressant pour unedagavre hautement qualifiée, apte a
comprendre et gérer des structures logiques deenassentiellememteductive Il s'en faut
de beaucoup gue le raisonnement déductif trousa &eule utilité.

Quelle place doit occuper le raisonnement dansdignement des mathématiques ?
Y a-t-il des types de raisonnements propres auxhdénatiques? Y a-t-il des
raisonnements indispensables a la formation d'toyem integre, autonome, critique et
responsable, dont I'apprentissage reléverait aeBemtent de I'enseignement des
mathématiques ? Y a-t-il des types de raisonnenmmaateématiques dont I'apprentissage
reléverait plus spécifiquement de I'enseignememaire ? De I'enseignement secondaire,
collégial ou universitaire ?

Les concepteurs des programmesWinistére de I'Education du Québeonsidérent
pour leur part que l'enseignement de la géoméuisstitue un lieu privilégié ou initier
I'éléve aux « ... exigences de rigueur, d'exactitaejustification et de preuve » (MEQ,
Math 436, p. 3). Ces exigences ne pourront all&ngaugmentant, quand on sait que le
nouveau programmeu secondaire fera de la compétence « Déployeaisonnement en
mathématiques » I'une des trois compétences fonttates. Dans le nouveau programme



du primaire déja en place, la compétence « Raisanfiaide de concepts et de processus
mathématiques » joue également un rble central. md@mh la maniére d’aborder les
concepts et processus mathématiques doit-elle @vdluprimaire au secondaire, pour que
les raisonnements progressent jusqu'a rencontsex egigences de rigueur, d'exactitude,
de justification et de preuve », caractéristigues lctivité mathématique ? Cette
progression peut-elle se faire sans entraver célexé¢ le développement de l'intuition, de
limagination, de la créativité, de linventivitdont on reconnait maintenant qu'elles
doivent elles aussi faire partie intégrante detiVaé mathématique, pour peu qu'on la
veulille riche et stimulante ?

Qu'est-ce qu'unereuve? Qu'est-ce que lagueur? Est-il trop tot pour envisager
preuves et rigueur au primaire ? Pourquoi les mma#tti€éiens — avec parmi eux les
rédacteurs de programmes — associent-ils si spémiant preuve et géomeétrie ? Quels
apprentissages liés au raisonnement mathématiqueepéétude de la géométrie, que ne
permettrait pas I'étude des autres branches cotanthrhétique, I'algebre, les probabilités
et statistiques, les mathématiques discréet@sCes branches sollicitent-elles des types de
raisonnements qui leur seraient spécifiques ? bgrammation informatique sollicite-t-
elle des raisonnements mathématiques spécifigess-€e que les nouvelles technologies

ont un réle a jouer dans l'enseignement du raisoene mathématique ? Dans une
perspective plus large, ont-elles un impact supligion de celui-ci ?

Pour R. Duval (1995), I'apprentissage dddémonstratior(la preuve formelle) passe
par la capacité a juger de la validité d'un raisonent selon des critéres intrinseques, c'est-
a-dire autres que l'apport d’informations empiriopeant validées ou I'établissement d’'un
consensus au sein d'un groupe. Cela n'est possehde lui que si I'éleve accede a une
« pratique écrite de I'écrit » (2001, p. 197) faike pauses, de retour sur les propositions
déja énonceées, de réeaménagements et simultanggsgbiour rapprocher des propositions
ou blocs de propositions non contigus dans le Yexte recul, d’appréhension globale
(pour saisir certains €léments de macro-organisgtibref, deréflexion Toutes choses
gue ne permet pas cette « linéarisation de la pengép. cit., p. 191) imposée par une
pratique orale du texte, faite de fluence, de ségjatté, d'irréversibilité. A travers une
telle « pratique écrite de I'écrit », I'éleve prade texte de démonstration non plus a des
fins de communication, mais pour « en controlelaetalidité, et I'absence de lacunes »
(op. cit., p. 197). Avant Duval, Balacheff (1987%)a#& parlé d’'une adhésion de I'éléve-
étudiant a une position théorique, au centre dedlde) celui-ci met la connaissance plutbt
gue la nécessité de convaincre « l'autre », et @vgut sa trées personnelle et simple
satisfaction intellectuelle

On objectera que la majorité des éleves n’a pasifbelune maitrise aussi poussée
de la démonstration, et que la rationalité « ... @ndur le dialogue et orientée vers la
régulation des interactions sociales » (Duval, 2@0204) — qui s’exprime entre autres a
travers ce que les didacticiens conviennent maamied'appeletargumentation— est
suffisante a la formation d'un citoyen éclairé. &oyen qui souhaite, dans les spheres ou
il déploie ses activités, organiser de manierenagie le travail de réflexion préalable a
toute prise de décision, refusera-t-on le plus stigné des outils de contréle de la
rationalité qu'est leraisonnement déductf Comment amener |'éleve & en avoir une
compréhensionopératoire au sens de Fischbein (1982); c'est-a-dire tglie les



mécanismes logiques sous-jacents parviennent,l@atsndement de I'éleve, a une forme
de cognition directe, globale, efficace et immésthaent disponible ? Peut-on donner a
I'éléve accés aux savoirs de logiqgue formelle sahgber sa capacité a recourir a
I'imagination, a l'intuition, aux associations, aaralogies, aux meétaphores ? Si oui,

comment préparer cet acces au primaire et I'aménageas échéant, au secondaire ?

Sur ces questions, ainsi bien sdr que sur cellesagsiont inévitablement ajoutées au
fur et & mesure des échanges, les participantsotlaq0e GDM-2005 ont été conviés a
réfléchir et discuter.

BALACHEFF, N. (1987). Processus de preuve et sitnatde validationEducational Studies in
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LE DEROULEMENT DU COLLOQUE

Le colloque s'est organisé autour de deux conféseptEnieres, chacune d'elles suivie par
une période de discussion en groupes de travait psaminer certains des enjeux
proposes et pour en débattre. La discussion dpgaitettre de formuler des questions aux
conférenciers. De retour en session pléniére, cewont répondu, en cherchant a préciser
les éléments de leur exposé initial en lien ave@lgeux souleveés.

La conférence de Raymond Duval, de I'Universitd_ifioral Cote d'Opale (ULCO,
située a Dunkerque, Boulogne-sur-mer, Calais attSaner dans le Nord de la France) a
ouvert le colloque en cherchant a dégager en gemispécificités du raisonnement
mathématique — notamment telles gqu'elles sont neee®uvre en démonstration — sont
susceptibles de contribuer au développement peesalenla rationalité, et de constituer
ainsi un enjeu éducatif majeur.

Quinze communications, présentées par Gustavo |Blaras, Analia Bergé, Lucie
DeBlois et Annie Savard, Elena Ekimova, Viktor Fremmet Alexei Volkov, Fernando
Hitt, Philippe Labrosse, Izabella Oliveira, Richddllascio, Sophie René de Cotret et Réal
Larose, Philippe R. Richard, Mireille Saboya, Y\&int-Pierre, Kalifa Traoré, Sylvain
Vermette, ont enrichi les réflexions sur le théme.

Dans sa conférence de cloture, Anna Sierpinska,l'Wi@versité Concordia a
Montréal, s'est interrogée sur la pertinence dhseignement explicite des raisonnements
mathématiques au regard des profils professionmesigs, sur les effets indésirables
observables — tant des points de vue éducatif cqugnitif et social — d'un tel
enseignement selon les exigences et les modaldéptées, pour conclure par une
réflexion sur les conditions a retenir pour faverjschez I'éléve-étudiant, une prise en
charge autonome, critique, valorisante et valorthéeaisonnement mathématique.



LES PARTICIPANTS

Le colloque a regroupé 49 participants, étudiaatseignants des niveaux secondaire,
collégial et universitaire, professeurs et cherchieaonseillers pédagogiques, etc. Ces
participants provenaient des institutions suivant€QAM, Université du Québec a
Rimouski, Université du Québec a Chicoutimi, Unsigr de Montréal, Concordia
University, Université Laval, Université de Shertke, Université de Moncton, Université
du Littoral Coéte d'Opale, Commission scolaire dgdlaCommission scolaire de Montréal
(CSDM), Statistique Canada. En voici la liste :

Arsenault, Isabelle Giroux, Jacinthe Naghibi, Makido
Barallobres, Gustavo Hitt, Fernando Oliveira, |2kbe
Barry, Souleymane Jeannotte, Doris Pallascio, Ritha
Belkhodja, Maha Jordi Bourrelis, Isabelle Petit, tWiezu

Bergé, Analia Kieran, Carolyn René de Cotret, Sephi
Caron, Renée Krim, Nadir Richard, Philippe-R.
Caron, France Lajoie, Caroline Saboya, Mireille
Corriveau, Claudia Larose, Réal Saint-Pierre, Yves
Cyr, Stéphane Leblanc, Manon Savard, Annie

De Blois, Lucie Lemoyne, Gisele Sierpinska, Anna
Ducharme-Rivard, Alexandre Lessard, Geneviéve JgHassane
Duval, Raymond Marchand, Patricia Tanguay, Denis
Ekimova, Elena Mary, Claudine Theis, Laurent
Freiman, Viktor Mercier, Armel Traore, Kalifa
Gaulin, Claude Morin, Emelie Vermette, Sylvain
Gauthier, Johanne Mouboli, Victor Vézina, Richard

Vincent, Suzanne

LES ACTES DU COLLOQUE

Dans ces Actes, on retrouve la version texte deg denférences pléniéres, remaniées
pour prendre en compte certains des éléments gsor#edégagés des discussions post-
conférence. On trouve également la version texodee des quinze communications que
les conférences encadraient.

Je remercie tous les colléegues et étudiants quiparticipé au colloque et a son
organisation, et il me reste a souhaiter que cermeat contribue a alimenter la réflexion
sur l'apport, a la formation citoyenne, du raisgneet mathématique et des
mathématiques en général, et a faire bénéficieisdignement et l'apprentissage des
mathématiques de ces réflexions, tant sur le plamcalaire que didactique.
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Comprehension des démonstrations,
développement de la rationalité
et formation de la conscience individuelle

RAYMOND DUVAL

UNIVERSITE DU LITTORAL COTE D'OPALE

La maniére d’enseigner les mathématiques ne dépamndeulement de la conception que
I'on se fait de l'activité mathématique, mais égadmt des objectifs de cet enseignement
dans un systeme global d’éducation. De ce pointuge I'exigence de démonstration est

peut-étre ce qui révele le mieux ce que les mattiques peuvent apporter a la formation

des individus : non pas des connaissances, soingiisées ou que des logiciels mettent

en ceuvre a notre place sans qu’on ait a se fafigwas le développement de la rationalité

et I'ouverture a des obligations socialement pawag Les démonstrations se situent, en
effet, a un point ou des exigences de pensée d@ifteés, comme celle de preuve et celle de
non contradiction, se nouent avec des démarches giésigne ordinairement par le terme

génériqgue «raisonnement ». L'entrée dans les maguents mathématiques et la

compréhension des démonstrations par les élevesittemt donc, de ce point de vue, un

enjeu éducatif majeur pour la formation.

Le défi auquel I'enseignement se trouve confrorgét tau fait qu’il est tres difficile
de faire trouver cette entrée a la majorité degesléLes démonstrations ne fonctionnent
pas pour eux comme des preuves, car elles ne senyds répondre a un besoin de
justification et, lorsque ce besoin est resselidser’entrainent pas de conviction. Cela a
conduit a vouloir introduire I'exigence de preuvepartir de démarches empiriques, de
manipulations et de situations d’argumentationgrsur les observations ou les résultats
obtenus. Mais peut-on ainsi amener les éleves @omapréhension des démonstrations
mathématiques, et méme si cet objectif ne pouwatadteint pour tous, de telles situations
peuvent-elles développer cette forme de rationphiélaquelle la pensée et la conscience
d’un individu deviennent pleinement autonomes ?

La question de ce qu'un apprentissage des mathgumeati peut apporter a la
formation générale des éléves doit étre envisagas deux points de vue différents. Un
point de vue épistémologique portant sur les lienge I'établissement de preuves, la
rationalité et les démarche de raisonnement, gbaint de vue cognitif portant sur les
processus impliqués dans la compréhension des dBesar mathématiques de
raisonnement et sur ce qui peut étre source deict@mm/ou entrainer une modification de
conviction. Ainsi en se placant au premier pointvde, la question est celle du rapport
entre le développement de la connaissance comecscet I'émergence de cette instance
gu’'on appelle la « raison », et qui est percue cerane source d’obligation irréductible et
supérieure a toute autre. En se placant au dewpemede vue la question est différente :
elle porte a la fois sur les causes profondes dwofnpréhension des démarches
mathématiques de raisonnement par les éleves deswonditions qui peuvent les leur
rendre accessibles. Si I'on veut comprendre la ¢exitg et I'enjeu éducatif de I'exigence
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de démonstration dans un enseignement des matl@estill faut 'envisager sous ces
deux points de vue et non pas s’en tenir a un seul.

Pour étudier cette question de l'apport de la cétmgnsion des démonstrations au
développement de la rationalité et au « devenir p@esonne », selon I'expression de
Rogers, nous devrons donc adopter a la fois lestgpdie vue épistémologique et cognitif
sans les confondre. Pour cela, nous allons exarn@s@uatre questions suivantes :

1. Qu’accepte-t-on comme preuve en mathématique ?

2. Qu’'est-ce qui fait qu’'une preuve est une preuve

3. Comment passer d’'une source de conviction aaume, ou comment faire prendre
conscience du fonctionnement de « déductions demIP

4. Quel apport pour la formation au dela des mastigues ?

La premiére question est au cceur des débats djdastisur I'exigence de
démonstration. Pour l'introduire, nous évoqueransdriété des procédures de résolution
possibles, tant du point de vue mathématique qgeitip pour deux problémes classiques
de géométrie. La deuxieme question porte sur cefauie la connaissance comme
science, c’est-a-dire sur ce qui permet non paffieer un résultat ou une conclusion
avec certitude, mais de le faire d’'une maniereetglie chacun puisse accéder par lui-
méme a la vérité de ce qui est énoncé. Nous vemansla preuve a émergé comme
expérience de la nécessité et qu'on a été ensaitdud a distinguer non seulement
plusieurs types de nécessité mais des expérielfb@entes de la nécessité. La troisieme
guestion porte sur cette expérience de nécessigrepraux démonstrations et sur les
opérations qui I'imposent a travers I'utilisatioa définitions et de théorémes. La derniére
guestion est plus complexe, car le développemera dationalité prend des formes trés
différentes selon le type de nécessité dont il gadec Il s’agit alors de distinguer comment
chaque forme de rationalité contribue a ouvrir Emsciences individuelles a des
obligations socialement partagées.

Le passage d’'une question a l'autre implique umgbhment de point de vue. Aussi
un lecteur qui serait plus directement intéresseé lgm aspects cognitifs et didactiques
pourrait se limiter a la premiere et a la troisiequestion. Le lecteur qui s'intéresserait
d’abord a l'apport des mathématiques a la formatiénérale des éléves pourrait, au
contraire, ne regarder que la deuxieme et la gumagiquestion. C’est la complexité de
'enjeu éducatif de I'exigence de démonstration gupose en quelque sorte cette
progression en paralléle de la réflexion.

1. QUACCEPTE-T-ON COMME PREUVE EN MATHEMATIQUE ?

Pour introduire cette question, nous allons pairdeux types de problemes classiques,
'un de comparaison d’aires et l'autre d’'intersentide droites. On pourra ainsi voir la
grande variété des procédures de résolution pessilgjui sont mises en ceuvre en
géomeétrie. Cela nous permettra de préciser la igmestdans une perspective
d’enseignement : quelles procédures sont acceptiame des preuves et lesquelles ne
peuvent pas I'étre ?
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1.1. Une trés grande variété de types de procédurpessibles

Les problemes de comparaison d'aires sont desé@r@s classiques. lls ont donné lieu a
de nombreuses études. Nous en retiendrons un @sene I'avantage de conduire a des
réponses contradictoires selon qu’on s’en tienes mrocédures purement empiriques ou
gu’on adopte des procédures mathématiques.

F
On donne un rectangBCD.
D Est-ce que I'aire du rectangl&CEF est
A supérieure, égale ou inférieure a l'aire du
,// E rectangleABCD ?
/ Expliquez votre réponse.
B C

Figure 1. Premier type de probleme : comparaison d’aires

Pour résoudre ce probléme, on peut mettre en caeserocédures différentes.

1.1.1. Une procédure purement empirique
Les mesures avec une regle graduée (décimétreuisemd a des valeurs a une seule
décimaleAinsi, en 5 et en 4, la majorité des éléves a procédé ainsi (Jam,)1:980

Largeur [de ABCD] AB =2,5cm et Longueur [de ABCAD =5 cm,

AF=23cm et AC=5,5cm.

Donc, I'aire de ACEF (12,65 cinest supérieure a cellde ABCD (12,50 ci).
Si 'on acceptait comme justes les mesures faites pBugtAA\D, c’est-a-dire 2,5 et 5 cm,
on pourrait déduire la valeur 5,483 comme mesupeaghée de la diagonale et ne pas se
limiter a la valeur 5,5 qui avait été mesurée suddssin. Et si 'on prenait dewxi trois
décimales pour mesurer AB et AD, on obtiendraitrd@ire de ACEF des valeurs qui se
rapprochent de celle du rectangle ABCD :

2,28" 5,483 =12,50124 ou 2,27%,483 = 12,495au lieu de 2,3 2,5=12,65")

En fait, comme il est impossible de lire une demeedécimale, encore moins une
troisieme, sur une regle gradude, fait de s’en tenir a une procédure uniquement
empiriquede mesure de tous les cétés (largeur, longueua dtalgonale commune aux
deux rectanglesjonduit a affirmer quée rectangle ACEF est plus grand que le rectangle
ABCD. Cela semble d'ailleurs perceptivement évidelat diminution de la largeur (c6té
CE) ne compense pas 'augmentation de la longuwéte AC).

1.1.2. Une réorganisation purement visuelle desasri2D

On effectue visuellement uneeconfiguration des différentes unités visuelles de
dimension 2 (2D) dont la juxtaposition constituditaure de départ, c’est-a-dire la figure
associéee a I'’énonceé.
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D

E ‘
B C

Figure 2. Décomposition en unités figurales 2D

L'égalité des deux aires devient alors évidenters que les deux rectangles ne sont pas
superposablepuisque leurs cotés respectifs n’ont pas les méongsieurs.

Figure 3. Procédure de calcul qualitatif purement visuel

L'égalité ci-dessus résulte de [I'égalité entre urand triangle rectangle et sa
reconfiguration a partir de deux petits trianglestangles (partie gauche de la figure 3).
On voit tout de suite la différence entre cettecpture figurale de reconfiguration et la
procédure purement empirique. Les reconfiguratoprispermettent de comparer les aires
des deux rectangléaissent invariantes les unités visuelles dedari de départ.

1.1.3. L'utilisation d’'une propriété géométrique

On peut aussiaisonner verbalemerdn se référant a I'une des propriétédss rectangles
en tant que parallélogrammaeune diagonale partage un rectangle en deux p@gaes.
Dans ce probleme, la propriété doit étre utilisemstfois: pour comparer les deux
rectangles désignés dans I'énoncé mais aussi, qoyaparer les triangles rectangles qui
forment les deux rectangles plus petits, juxtapeseBECA. Or cette derniere application
n'est pas du tout évident&lle présuppose que le regard se focalise sur ees ghetits
rectangles et non pas sur les deux grands qui sasuellement au premier plan
Autrement, les cétés AD et DC du rectangle ABCDpravent pas étre vus comme étant
aussi les diagonales des petits rectangles juxéapms FECA !

10
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5 F
D
A A
E :
B C Bl c

Figure 4. Procédure de raisonnement par application d’'uopri@té.

Cette procédure pourrait étre considérée comme ktgormulation de la procédure par
réorganisation visuelle. En est-elle une descniptio une justification ? En fait, de l'une a
l'autre il y a un saut. La procédure précédentguifd 3), qui portait sur des manipulations
d’'unités visuelles 2D, peut étre réalisée maténmedint et ne présuppose en rien la
connaissance de la propriété. Celle-ci, qui poutedes unités visuelles 1D, ne peut pas
étre réalisée matériellement et présuppose la tssarece de la propriété (Duval 2005, p.
41-42). En outre, l'utilisation explicite d’une gmaété suppose une coordination entre la
visualisation et le raisonnement qui est rareméatigée chez les éléves, car une telle
coordination repose sur cette étrangeté mathéneatiqu’'est la déconstruction
dimensionnelle des formes.

Le deuxieme type de probleme, qui ne porte pagissirgrandeurs mais seulement
sur des propriétés affines, exclut tout recourgs mtocédures empiriques de mesure et a
des calculs.

A B ABCD est un parallélogramme

de centreD.

M 0 M etJ sont les milieux respectifs des

segment$AD) et (DC).

D C Démontrer que les droites], CM etBD
J sont concourantes.

Figure 5. Deuxieme type de probléme : intersections ghalinents

Ici, la demande d’une preuve apparait bien parddguasque ce qui est a prouver se voit
tout de suite sur la figure. Il peut y avoir cepamiddeux procédures pour justifier ce qui se
VOit.

1.1.4. Une procédure instrumentale de construction

La construction de la figure a l'aide d’instrumentsduit automatiguement a ce résultat
visuel. Car si les contraintes propres aux instrusiehoisis pour la construction imposent
un certain ordre dans les opérations de constnycili® assurent également la constance
des tracés effectués. Appelons P le point d’'inttize des droites AJ et CM. On ne peut
pas, en utilisant une regle, tracer la diagonaledBBelle facon qu’elle ne passe pas par P.

11



& I"# # 63%# $#

1.1.5. Un raisonnement déductif appliquant desrddes

Ici, le théoreme, heuristiquement important, esé des trois médianes d'un triangle
concourent. Il suffit de montrer que les trois segta (AJ), (CM) et (BD) sont les trois
meédianes du triangle ACD. Cela est immédiat posr degments (AJ) et (CM), mais
établir pour le segment (BD) demande qu'on udlisune des propriétés du
parallélogramme.

1.2. Quelles procédures peuvent avoir valeur et foe de preuve ?

1.2.1. D'un point de vue mathématique

La procédure mathématique attendue pour le preprighléme était I'utilisation de la
propriété géomeétrique du partage des rectangleteex parties égales par I'une de leurs
diagonales (8 1.1.3). Le second probleme est dooméme exemple dans le chapitre qui
porte sur la démonstrationuth manuel (Deledicq et al., 1988).

La procédure de résolution par une réorganisatimuelle (8 1.1.2) est aussi
présentée comme une preuve, mais le plus souverdiaetion a l'introduction aveugle du
raisonnement déductif, ou dans une perspectiverigse.

En revanche, la procédure empirique (8§ 1.1.1) me@epas de valider un résultat
d’'un point de vue mathématique. Or, cela n’a rigvident, et c’est méme inexplicable a
celui qui n'est pas déja entré dans la compréhanginfonctionnement d’une preuve en
mathématiques. Le fait que des procédures empgigoaduisent parfois a des réponses
contradictoires peut-il apparaitre suffisant pas éxclure de tout processus de validation
mathématique ?

Il reste enfin la procédure instrumentale de caomesitvn (8§ 1.1.4), sur laguelle nous
reviendrons plus loin. Mais pour tout ce qui conedes propriétés affines, cette procédure
est ambigué, car celui qui s’en tient au seul tasule peut que s’appuyer sur un pur
constat visuel : les trois droites se coupent enseul point. Mais qu’en serait-il 'l
existait deux points d’intersection si proches lgseraient visuellement indiscernables ?

1.2.2. Du point de vue des éléves

C’est la que toutes les difficultés, bien connues enseignants, apparaissent. Tout semble
fonctionner a I'envers pour les éleves. Ce qui Eurade preuve d'un point de vue
mathématique n’a aucune force de preuve pour ladgranajorité des éleves. En d’autres
termes, les preuves mathématiques ne fonctionrent@mme des preuves et n‘ont donc
aucun pouvoir propre de conviction. Les sourcesatwiction viennent des procédures de
contrble ou de vérification empirique. Et en géameétles procédures empiriqgues de
résolution et de justification sont de I'ordre danstat visuel immédiat.

Or méme si I'on s’en tient a des procédures mahbitigles représentations visuelles,
le seul examen des deux problémes pris comme ersengpldessus fait apparaitre des
sauts ou des oppositions entre les différentesgpoes qui font appel a la perceptioles
relevés physigues de mesures, les procéduresrrettales de construction de figures et
les activités de reconfiguration analogues aux madations effectuées avec des piéces de
puzzle (Figures 2 et 3 ci-dessus). Or, bien queptesédures de ce dernier type soient
souvent avanceées comme faciles (par exemple, pouvdr la somme des angles d’'un

12



$%'(

triangle), elles deviennent tres vite cognitivemeomplexes, car elles vont trés souvent
contre les processus spontanés de reconnaissameptpe (Duval 1995a, pp. 144-150).

En définitive, le constat perceptif immédiat regtédominant pour beaucoup d’éléves, et
c’est ce constat qui leur ouvre ou qui leur ferreechoix des procédures selon les
situations de probléme proposées, et cela quesgiiée niveau d’enseignement.

1.2.3. Différents types de preuves dans une pregnes’enseignement ?

Le fossé entre ces deux points de vue a condudtiagler plusieurs types ou niveaux de
preuve. Il s'agit alors de pouvoir privilégier cequi peuvent étre proposés aux éléves,
quitte a abandonner les autres. Mais on peut ahsscher une progression didactique, en
partant de ceux que les éléves adoptent d’eux-méomame procédure de « validation »,
pour aller jusqu’aux démonstrations mathématigaessi, N. Balacheff a distingué quatre
types de preuves: I'empirisme naif, I'expérienceciale, I'expérience générique et
I'expérience mentale (1987, pp. 163-166 ; 1988,5559). Ces quatre types de preuve,
qui correspondent a des formes de « rationalitéfférentes, ne sont pas propres aux
mathématiques, mais elles prépareraient les éiel@siémonstration, laquelle consiste en
« ... la déduction (d’'un énoncé a partir) de ceuklg précédent a l'aide d’'une regle de
déduction prise dans un ensemble de regles bieni #€{1987, p. 148). Dans cette
approche, la démonstration devient « une formeiqudidre » de preuve parmi d'autres,
bien qu'on doive rappeler quelle est la seule kquisse étre acceptée dans la
communauté mathématique ». Mais, quelqu’en saidéf, toute distinction de plusieurs
types de preuve souleve deux problemes fondamertanbd’un point de vue cognitif que
d’un point de vue didactique.

Le premier probléme porte sur ce qu’il y a de comreatre les différents types de
preuve qu’on distingue : qu’est-ce qui fait qu'ysreuve est une preuve, quelqu’en soit le
type ? En d’autres termes, qu’est-ce qui en camestiélément décisif ?

Le deuxieme probleme porte sur ce qui différenesetypes de preuve. D’'un type de
preuve a un autre, y a-t-il ou non rupture entnerdemodes cognitifs respectifs de
fonctionnement ? En d’autres termes, les éleveggmitils d’eux-mémes passer d’un type
a un autre ; et sinon, comment leur faire décoweirautre type de preuve auquel on veut
leur donner acces ?

2. QUEST-CE QUI FAIT QU'UNE PREUVE EST UNE PREUVE ?

Cette question n’a rien de théorique. Elle est@urcdes débats que I'enseignement de la
géométrie souléve, mais elle est souvent posée woeiIforme négative : pourquoi les
démonstrations ne s'imposent-elles pas comme des/@s pour les éleves ? Cela conduit
a analyser les preuves sous le seul angle detl'gffelle devraient automatiquement
produire : la conviction (Barbin, 1988). Et celdt faussi oublier le lien étroit des preuves
et de la rationalité. Poser la question sous ummdopositive, c’'est au contraire se
demander ce qui, dans une preuve,l@stausede cet effet de conviction qu’elle doit
produire. Et on retrouve la la réponse classigéeistote a Leibniz.

Quelque chose fonctionne comme preuve pour quelquiusque cela luifait
prendre conscience de la nécessité ou de I'impihigsid’une affirmation avancée comme
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une conjecture (en mathématiques) ou une hypotf@rsedehors des mathématiques),
comme une éventualité (dans une discussion pouptise de décision). Il y a donc autant
de types de preuves qu’il y a de types d’expérigmonduisant a cette prise de conscience
de la nécessité, et par conséquent de types desitéce

2.1. Preuve, expérience de la nécessité et science

Le lien entre preuve et prise de conscience deélzessité d'une affirmation est au
fondement méme de I'idée de science. C’est a pdatice lien que la science s’est trouvée
distinguée et opposée aux autres formes de coanassméme si la mise en évidence de
ce lien s’est d’abord faite en référence a un typeiculier de preuve, les démonstrations
mathématiques. Ainsi, Leibniz décrit les démongirst comme une expérience
(déductive)conduisant a la prise de conscience de la né@&gbitne proposition).

La démonstration est un raisonnement par lequel pnogosition devient certaine. Ce qui
arrive chaque fois qu’on montre de quelques supiposi (qui sont posées comme assurées)
gue celle-la s’ensuit nécessairemesigcessairement, dis-je, c'est-a-dire de manierelgue
contraire implique contradiction, ce qui est le iw@ble et unique signe de I'impossibilité
(Leibniz, 1969, p. 51)

Leibniz n’a fait que reprendre I'idée exposée démsvrage ou, pour la premiére fois, la
science s’est trouvée nettement distinguée dessafttrmes de connaissance : $esonds
Analytiques Rappelons-en le passage bien connu, qui neé&ftance a aucun type de
preuve :

Nous pensons connaitre quelque chose au sens alesalon pas de maniére sophistique,
lorsque nous pensons connaitre la cause en vertiagigelle ce quelque chose est, en
sachant gu’elle en est la cause et goeme effet il ne peut pas étre autrentpritl n'est
(Aristote, 2005, 71b 9-12).

On n’a souvent retenu de ce passage que I'aspegilication », qui est associé a la notion

de cause et de « pourquoi ? », en oubliant I'sagpeect, celui de la relation des effets aux
causes. Or c’est sur cette relation que portecescience de la nécessité qui caractérise
la science... [et] c'est par la qu'elle atteint dartitude et s’éleve au-dessus de la
connaissance empirique, de I'opinion vraie » (Mard®62, p. 40).

Ce serait une erreur de croire que ce sont la olesidgrations théoriques éloignées
des préoccupations didactiques et pédagogiquess demtiment de nécessité » a été le
critére que Piaget a choisi pour analyser le dé@psment de lintelligence de I'enfant
(1967, p. 186-188) et pour décrire la constructiognitive des concepts fondamentaux qui
rendent I'expérience intelligible. Ainsg’est la prise de conscience de la nécessité qui
caractérise I'émergence des conservations cheaigret qui en fait le sens a ses yeux.
Dans un ouvrage, publié la méme année (1941) dueste La genése du nombet qui
d’ailleurs en fournit les clés psycho-épistémologis, Piaget écrit :

On peut invoquer a cet égard, lors de I'acquisitidéfinitive de chaque invariart..]
l'apparition d'un sentiment de nécessité a prioruiqgfait contraste avec tout le
phénoménisme de la non-conservation ou avec ldsmatiéss des stades intermédiaires :

! Leibniz condense ici I'analyse qu'il avait longuem développée dans sa lettre & Conring, du 19 h6ai8
(Leibniz, 1972, pp. 121-124).
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cette conscience de la nécessité chez I'enfantineostience déborde I'expérience et atteste
I'intervention de la déductiofPiaget, réédition de 1962, p. 137).

Ainsi la certitude et la conviction propres a urvaa scientifigue apparaissent-elles
seulement comme des conséquences de la prise deieawe d’'une nécessité. Et cette
prise de conscience soit de la nécessité, soitedionpossibilité, crée uneonvictionplus
forte que toutes celles qu’on pouvait avoir antéeenent. Une preuve ne fonctionne
comme preuve que lorsque les individus peuvene feaxpérience de la nécessité sur
laquelle elle repose.

2.2. Différents types de nécessité et differentspgs de preuve

Trop souvent, lorsqu’on parle de nécessité, onieufpie la nécessité n'est pas une
modalité homogene, parce que les manieres dontselldécouvre et dont on en prend
conscience sont variées. Ainsi, par exemple, lee tyfe nécessité rencontré en
mathématiques n’est pas le méme que celui rencadrgs les autres disciplines
scientifiques. En mathématiques, on travaille ddreéice a 'ensemble de tous les cas
possibles, c’est-a-dire tous ceux qu'on peut nonlesgent concevoir mais aussi
construire ; tandis qu’en dehors des mathématiquretravaille a partir des données qu’on
enregistre instrumentalement, des échantillons myworecueillis, des « occurrences »
effectivement observées ! Cela se traduit par dasgpes intellectuelles divergentes. En
mathématiques, la recherche d’'un contre-exemplereséflexe professionnel majeur. En
dehors des mathématiques, la recherche de dorgiéesurrences, c'est-a-dire d’indices
empiriques prenant valeur d’exemple d’existencesiague linvention de dispositifs
permettant de les capter, sont au contraire lacptgmation majeure. Les types de nécessité
qui s’imposent ainsi ne sont donc pas de méme @a@m doit les distinguer. Il y en a
aussi un troisieme, totalement différent de cescdgpes, bien qu’on ait été souvent tenté
de le réduire aux précédents. Pour désigner leg pemiers types de nécessité, nous
garderons la terminologie de Leibniz.

2.2.1. Une nécessité « logique, métaphysique omé@gémue »

C’est celle dont on prend conscience dans la détmatios et c’est celle qui a longtemps
servi de modéle pour le développement de la rditérecientifique, comme en témoignent
non seulement les textes de Leibniz, mais aus$edaription cartésienne de «la méthode
des géometres », qui est faite dankdgiqueou I'art de pensede Port-Royal (1664), ou
encore le célebre more geometrico demonstrataede Spinoza (1663). L'expérience qui
conduit a I'expérience intellectuelle de la nédéssst la production d’'un dérivation
déductive valide de propositions, la validité deléuction étant intrinseque a son mode
de production.La prise de conscience de cette nécessité esmentardes opérations
discursives de pensée, quelque soit le systéemepdésentation sémiotique utdignais en
mobilisant un(infra, § 3.2.2) Evidlemment, c'est ce type de démarche dont I'inictidn
dans I'enseignement des mathématiques fait probléme

2.2.2. Une nécessité « physique »

Leibniz, songeant aussi bien aux travaux de Gatjléa ceux de Newton, la décrit ainsi :
« Cette nécessité physique est ce qui fait I'od#rda nature et consiste dans les régles du
mouvement et dans quelques autres lois généraliés gu a Dieu de donner aux choses
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en leur donnant I'étre » (Leibniz, 1969, p. 51). &t des dispositifs expérimentaux

permettant des observations reproductibles, earitigppel a une instrumentation de plus
en plus puissante et techniqguement complexe, quduisent a la découverte de ce type de
nécessité. Il se distingue du précédent en ce aqeildépend d’aucune maniére des
opérations discursives de la pensée. Il se décalesmaniére externe et indirecte a partir
de l'observation de régularités et d’impossibilitds fait. D’'une certaine maniéere, la

nécessité physigue est une nécessité contingeapgepa tout ce qui arrive au moment

méme ou cela se produit (Aristote 1969, 19 a 23-Q'8st celle d'un « état de fait ».

2.2.3. Une nécessité socio-normative

Ce type de nécessité est celui qui est lié a tartee de socialisation ou d’intégration
dans une communauté. Il porte a la fois sur ddgséte fonctionnement des interactions
sociales et sur I'adoption de solutions et de d@tsscommunes, au terme d’'un débat. Par
exemple, le principe de non contradiction a d’abétél dégagé comme l'une des quatre
régles dialogiqueésassurant a la parole une crédibilité intrinséquejant d’avoir été
réduit a un simple principe logique : ce que voitesddans un échange ne peut pas
contredire ce que vous avez énoncé antérieureraetd mméme sujet. Autrement la parole
pour celui qui vous écouteest une parole vide de tout sens et ne dit alysmit rien
(Aristote 1974 G 1006a 18-24 ; 1008a 30-32). La non contradictstrure nécessité pour
le locuteurs’il veut continuer d’étre écouté. Le «respecte> abtte nécessité qui se
présente comme une exigence, limite dans une discuka versatilité de ses affirmations
ou de ses réfutations au gré des contextes eudiejéa réplique. En ce sens « la valeur du
principe de contradiction n’est pas d'ordre logigmais d’ordre pratique et éthique »
(Lukasiewicz, 2000, p. 163)

Plus globalement, toute approche mettant I'accenteslien étroit entre le dialogue,
le débat et le développement de la raistgdV/ [logos] et non pasatio) est ancrée sur
I'expérience d’'une nécessité socio-normative pauvpir résoudre un conflit. Et Piaget
(1924 ; 1932) a fondé sur elle son premier modalel@&veloppement de la logique chez
I'enfant, modele centré sur le passage de I'égoisemd a la socialisation.

Cette approche privilégiant le lien entre nécessitéo-normative et rationalité ne
s’est imposée que de maniére récente dans leséprabtjues didactiques. Piaget I'avait
vite abandonnée au profit des deux premiers typeasedessité, en élaborant un deuxieme
modéle centré sur les opérations intellectuellesueia genése des concepts généraux qui
structurent I'expérience du monde (nombre, tempsjuament, vitesse, hasard...). On sait
gue c'est ce modele opératoire qui a servi de eafdr a la problématique du

2 Les trois autre régles dialogiques de la parofe Balternance des positions dans l'interactionbede, la
réciprocité des exigences avancées et la sincéatés I'expression. L’alternance des positions a été
explicitée par Platon : chacun doit étre « tousu interrogeant et interrogé... réfutant et réfuté(Gorgias,
462 a). La réciprocité des exigences et la sireélidins I'expression (et non pas la vérité de l'esgion qui
peut étre I'objet de recherche ou de discussionf) des régles éthiques. Elles ont été formulédss amitres,
par Kant (1985, pp. 261-263) et Lacrobe(sens du dialog)e

3 Pour souligner la valeur éthique du principe detiction, qu’on ne peut pas fonder, Lukasievsez
place dans une position d’interaction verbale dififée de celle adoptée par Aristote : clasteule maniere
pour uninterlocuteurde convaincre le locuteur, ou le déclaramtd’erreur ou de mensonge », dans une
situation de désaccord. C'est cette position quégalement adoptée par J. B. Grize (1983) dahsdéédes
stratégies de mise en contradiction lors d’une mentation.
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constructivisme jusque vers les années 1985. Ruex; la découverte de Vygotski (qui

avait développé sa théorie en réaction au prematete de Piaget mais aussi dans son
prolongement) et avec les approches socio-cogsitivedéveloppement intellectuel, il y a

eu une remise au premier plan de la nécessité-socative dans les problématiques

didactiques. La nécessité socio-normative qui asdar cohésion des groupes et le
fonctionnement des interactions sociales produit,te&rme des débats, une nécessité
consensuelle.

La définition générale de la preuve, proposée paB&acheff, s'inscrit dans cette
approche : « nous appelons preuve une explicatoaptée par une communauté donnée
a un moment donné. Cette décision peut-étre I'oitjen débat dont la signification est
I'exigence de déterminer un systéme de validatiomroun aux interlocuteurs » (1987,
p. 148). Dans ces conditions, considérer les détraiims mathématiques comme une
« forme particuliére de preuve » parmi d’autregegendrait-il pas a subordonner, voire
méme a substituer la nécessité socio-normativeenkcessité logiqgue, métaphysique ou
géomeétrique » ? Mais a l'inverse, considérer garpérience de la nécessité « logique ou
géométrique » entrainerait I'assentiment aux régtesux normes d’'une société, et donc
considérer que la conscience éthique ou citoyengmouderait de la rationalité, ne
procéderait-elle pas de la méme assimilation oa de€me réduction ?

En tout cas, la prise de conscience de chacunglypes de nécessité se fait par des

démarches qui leur sont propres et elle détermias types de preuves totalement
différents. Nous pouvons alors revenir a notre toessur les procédures qui peuvent
avoir valeur et force de preuve en mathématiqueis §/1.2), et la reformuler ainsi : peut-
il 'y avoir en mathématiques, indépendamment des odétrations, des preuves
expérimentales, c'est-a-dire des preuves faisaire fldexpérience d'une nécessité
« physique » ? L’opposition entre ce qui est visatlce qui est langage, entre des
manipulations concretes et I'hypothético-dédudaiifii est a l'origine de beaucoup des
problemes que pose I'enseignement de la géométmemande d’examiner cette question
avec attention.

2.3. Y a-til en mathématiques des expériences deéaessité « physique » ou
empirique ?

Revenons a la variété des procédures de résoldéendeux problemes mathématiques
présentées plus haut 18l). Certaines procédures sont centrées sur laséds visuelles
de la figure et elles peuvent soit en rester acoestats perceptifs directs, soit mobiliser
une réorganisation visuelle de la figure, ou sastraation a I'aide d’instruments. D’autres
partent des propriétés formulées pour en explidiéenouvelles en utilisant des définitions
ou des théoremesLes différentes procédures de résolution relévesricdde types
d’activité cognitive différentdNon seulement la solution obtenue n’a pas la méateur
d’'un point de vue épistémologique, mais chacunagmtes son propre mode de contrble et
constitue ainsi une source indépendante de coamictComment alors situer ces
différentes procédures de résolution par rapporttenis types d’expérience de nécessité
gue nous venons de distinguer ?
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Registre Représentations visuelles Opérations discursives
ou actes de parole
Type de EMPIRIQUE THEORIQUE SOCIALE
nécessité| (évidencede la (nécessitéde type (nécessitdogique |J(nécessiténormative
perception) physiquej ou géométrique)
CONSTAT RESULTAT DEMONSTRA- NORME
perceptif d’'une procédure deg TION COMMUNE
STATUT ou lecture directe construction (utilisation de ouvrant un espace
EPISTEMO-| (lecture sur un instrumentée ou définitions et de dialogue et de
LOGIQUE instrument de Jd’'unereconfiguration|] théoremes a partif] coopération non
mesure) des parties de la figu]] d’hypothéses) []conflictuelle avec le
de départ autres

SOURCE SUPERPOSITION INVARIANCE RAISONNEMENT CONSENSUS

COGNITIVE | d’un coup d’ceil, & du résultat de VALIDE sur “...... " se
DE LA l'aide d’un gabarit} I'enchainement deg dont toutes les || dégageant au terme
CERTITUDE ou opérations de dérivations sont]] de discussions ou de
COMPARAISON construction, ou localement débats conduisant|a
des valeurs INVARIANCE nécessairegt donf| son adoption plus ¢
numériques obtenuldes unités figurales d la continuité moins explicite
par lecture directq parties de la figure dH globale est
départ dans la sémiotiquement
transformation figurald assurée

Figure 6. Procédures de résolution, types de preuve etssule conviction

Ces quatre types de fonctionnement cognitif, quiuvpat étre observés ou
« théoriguement » attendus par les enseignants ldarectivités géométriques proposees
en classe, vont nous permettre de comprendre Eshildés ou impossibilités de passage
d’un type de procédure a un autre et d'un typerdaye a un autre.

2.3.1. Analyse des différentes procédures de résplu

La procédure de résolution empirique (8§ 1.1.1)wsisimple constat obtenu par lecture
directe d’'une mesure sur une graduation sans sghmhig.La procédure de résolution par
une réorganisation purement visuelle des unitée{®D1.2) est le résultat d’'une double
décomposition visuelle du rectangle ABCD, d’aborddeux triangles rectangles puis de
ceux-ci en un grand et un petit sous-trianglesaragies, la décomposition du rectangle
ACEF permettant d’obtenir le méme nombre de gratgsetits sous-triangles que pour le
rectangle ABCD (Figure 3). Ce calcul qualitatif porent visuel repose évidemment sur
linvariance des parties mentalement ou matériedlemdéplacées. La procédure

* Nous regroupons sous la catégorie « nécessitdqpigys deux types de procédure différentes enioelat
directe avec les figures : les procédures utilisgesg instruments (compas, régle) ou des logicigds (
exemple Cabri-géomeétre) et les réorganisationseltesi de figures a des fins heuristiques avec yorap
éventuel de nouveaux tracés. Les premieres imposentéconstruction dimensionnelle des formes rigju
planes ou solides) en unités visuelles 1D ou 0B.dexondes s’en tiennent aux seules unités visudlleou
3D, qui sont simplement décomposables en d’autnééauvisuelles 2D ou 3D. Le discours géométrigee n
s'articule pas directement avec la réorganisatiearistique d’'unités visuelles 2D ou 3D, il requierie
déconstruction dimensionnelle des formes 2D ouBDrstés 1D ou 0D (Duval, 2005).
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instrumentale de construction (8 1.1.4), par lestreantes techniques de linstrument
utilisé, s’appuie sur la constance des tracésunmstntalement obtenus, ce qui ne peut étre
le cas des dessins «a main levée ». De ce pointielde calcul qualitatif visuel et la
construction instrumentée constituent deux expéegsnde nécessité physiguen
mathématiques et elles se distinguent en cela dume procédure empiriqgue ou d’'une
« lecture sur le dessin ».

Le raisonnement déductif est une démonstration ¢meesure ou il s’agit d'un
raisonnement valide appliquant des théoremes (§)1.1e cas de la procédure de
résolution par utilisation d’'une propriété géonugig (8 1.1.3) est plus ambigu. Celle-ci
peut apparaitre plus simple que la raisonnementatiédsouvent considéré comme plus
« formel ». Mais n’en est-elle pas une contract&irsa mise en ceuvre ne présuppose-t-elle
pas justement une compréhension de ce que le r@Esmnt mathématique a de spécifique
dans l'utilisation des théorémes ?

On peut imaginer l'organisation d'un débat en aass partir des productions
contradictoires des éléves, qui auront été majoeiteent obtenues par des procédures
purement empiriques, plus quelques-unes obtenlas dautres procédures. La conduite
du débat est évidemment supposée produire un cansert’'est-a-dire faire faire
I'expérience d’'une nécessité, mais elle sera alons autre type. Ce qu’on appelle la phase
« d’institutionnalisation » en souligne d’aillelb&n le caractere social !

2.3.2. Les deux problémes des procédures fondéasewnécessité de type physique ou
technique

D’'un point de vue mathématique, ces procéduresroavpnt pas méme si elles sont
fortement convaincantes. En effet, elles se hetuéaateux types de limitation. La premiére
limitation est celle des seuils de discriminatioargeptive. Il suffit ici d’évoquer la
décomposition d’'un rectangle en parties, proposgd_pwis Caroll, et sa reconfiguration
en autre rectangle qui permet de montrer que 68 =& seconde limitation est celle des
possibilités techniques des instruments utilis@ud\Noouvons ici citer deux exemples.

Il'y a la premiére proposition d&sémentsi’Euclide, qui vise a prouver la possibilité
de construire un triangle équilatéral ayant powgeban segment [AB] donné. Isalution
est connue :le point cherché est l'intersection des cercleselgtre A et B, et de rayon
[AB]. Mais cela revient a admettre que par une troieson instrumentée, les cercles
« s’entrecoupent ». C’est la un constat qu’on pawjburs faire si I'on utilise pour tracer la
figure une regle et un compas, c’est-a-dire eraresians un ordre de grandeur tres petit
pour le segment [AB]. OHilbert, dans se§&rundlagen der Geometria souligné qu'il
fallait montrer I'existence de ce point d’'interdent c’est-a-dire la nécessité du fait que les
cercles s’entrecoupent. Avec Cabri-géomeétre, ilpessible de construire un quadrilatére
dont une diagonale mesure 17 cm et dont les qeatés ont 12 cm pour longueur. Le
logiciel affiche alors des angles de 90°. Ce quatdrie est-il un carré ? (F. Pluvindgén
pourrait multiplier les exemples. Cela revient @&djue des procédures de ce type, fondées
sur une expérience de nécessité physique ou teehrpggsentent deux caractéristiques :

® Pour une analyse des facteurs d’appréhensionliésygératoire des procédures dans les cas quiheiairc
et dans ceux qui sont des contre-exemples, nousyens au travail de Padilla Sanchez (1992).
® Communication personnelle.
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- L’expérience de nécessité a laquelle elles dontient est I'expérience d’une
impossibilité de réussite si on ne suit pase « procédure qui marche », car
autrement « on ne peut pas y arriver ». Ici, catnpas une expérience directe de
nécessité mais seulement une expérience indirecte.

- Les résultats obtenus se limitent a un ensembteenals et souvent stéréotypé, de
situations problemes qui privilégient I'observatida certaines données visuelles
ou des vérifications numériques.

Le deuxieme probléme des preuves fondées sur yr@ierce de nécessité physique
est celui de leur ouverture, ou de leur fermetares preuves fondées sur une nécessité
logique. L'intérét didactique d'accepter certaingpds de preuves empiriques est
evidemment de les intégrer dans une progressioramugine pas a pas les éleves aux
démonstrations mathématiques. Mais les éléves peilsepasser d’'un type de preuve a
un autre, surtout lorsque leurs modes de fonctioreme sont radicalement différents ?
Certes, pour favoriser ce passage, on chercheteereatplace des situations d’échanges et
de discussion au cours desquelles les éléves mnoidaiire et a confronter des arguments a
I'appui d’une conjecture, c'est-a-dire d’'une « hifpEse » au sens expérimental du terme.
Mais le passage d’une situation d’argumentaticteetontre-argumentation dans un débat,
a un raisonnement intrinsequement valide représentehangement complet dans la
maniere spontanée de justifier et de raisonneréleges peuvent-ils d’eux-mémes prendre
conscience du changement exigé ?

Presque toujours, entre preuves empiriques, iugiil’argumentation conduisant a
un consensus et démonstrations mathématiques,noet ashe continuité. Mais il ne s’agit
gue d’'une continuité purement fonctionnelle : taes types de preuves entrainent la
conviction. Structurellement, il n'y a rien de comm dans leurs fonctionnements
respectifs. C'est pourquoi les démonstrations mathématiques pwuvent étre
convaincantes, et donc prendre force de preuve, ppug ceux qui en comprennent le
mode de fonctionnement spécifiguees preuves empiriques et les situations
d’argumentation ne préparent pas aux démonstratisaithématiques, tout simplement
parce que leur fonctionnement est différent et ligsene leur sont pas hiérarchiguement
subordonnées. Elles renvoient a des domaines deaissance différents et les types de
nécessité dont elles permettent de faire I'expéaare portent pas sur les mémes objets ou
sur les mémes phénomeénes. On ne peut pas s'attemdrgue la trées grande majorité des
éleves entre dans des démarches mathématiquesramstéation si on ne prend pas le
temps de leur faire prendre conscience de ce qudentdionnement des raisonnements
déductifs valides a de vraiment spécifique.
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3. D'UNE SOURCE DE CONVICTION A UNE AUTRE: COMMENT FAIRE
PRENDRE CONSCIENCE DU FONCTIONNEMENT DE « DEDUCTION S »
VALIDES ?

C’est le seuil de la rationalité mathématique. banpréhension du fonctionnement d’'un

raisonnement déductif valide est la condition ngaies pour pouvoir utiliser, de maniere

heuristique ou démonstrative, des définitions et teéoremes. Cette compréhension
commande celle de l'originalité des définitions h@ahatiques et des théoremes. Et non
pas linverse !

3.1. Un raisonnement déductif valide est-il « forme»> ?

Il faut s’arréter tout d’abord sur I'objection s@nt faite a l'initiation aux raisonnements
déductifs valides pour comprendre les démonstratide raisonnement déductif valide
serait I'aspect « formel » des démonstrations.ckt« formel » peut prendre deux sens
différents. Soit on considere comme formel toutqoe reléve d’'un langage et que I'on
Ooppose a ce qui se voit ou a ce que I'on manipuieise figure, sur un graphe, etc. Soit on
considere comme « formel » la mise en forme vertialee solution aprés la découverte
des théoremes ou des propriétés a utiliser pooudés un probleme : dans les deux cas
dire «formel » résonne comme un jugement sans|amie laisse entendre que le
raisonnement deéductif n’interviendrait qu’aprés téflexion et n’apporterait rien
d’essentiel a la compréhension mathématique. Aussiyloir lintroduire dans
I'enseignement serait inutile et didactiqguement ta@productif. Cette objection et sa
reprise quasi systématique, dans les débats didasti sont pour le moins surprenantes.

3.1.1. Quels rapport entre mots (termes de prog)j&nonceés (définitions, théoremes) et
raisonnement déductif en mathématiques ?

L’opposition entre ce qui reléve d’un langage etjae I'on voit ou ce que I'on manipule

sur une figure va a I'encontre de I'activité matladioue, dans laquelle la mise en évidence

et I'utilisation de propriétés jouent un réle edgn

Le recours a un propriété releve toujours d'un é@pméme si cet énoncé se trouve
ensuite abrégé en un mot. L’abréviation d’'un énpdéénition ou théoreme, en un terme
de propriété, n'est pas un effacement du langamyelecsens d’'une abréviation reste dans
I’énoncé qu’elle rend seulement implicite. Aingi,grocédure de résolution (8§ 1.1.3) n’est
accessible gu'a celui qui a compris le mode de tfonnement de la procédure de
résolution (8 1.1.5)Le raisonnement déductif n'est pas d'abord nécesspbur les
démarches de démonstration, mais pour la compréhernies énoncés, a commencer par
les définitions Il y a, en mathématique, une circularité cogeitigntre définition et
raisonnement déductif : I'élaboration des défimtose fait par rapport a Il'utilisation
déductive qui en sera faite (Duval 2005, pp. 37-38pupées de cette pratique du
raisonnement déductif, les définitions mathémasge¢ donc les termes de propriétés qui
les abrégent, n'ont plus de sens. Quant aux proesdie résolution par réorganisation
visuelle d’'une figure (8 1.1.2) qu’on oppose awkye, par exemple pour établir la somme
des angles d’'un triangle, elles interviennent satigemme une illustration ou comme une
manipulation a faire pour comprendre un énoncé.
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Opposer le langage comme étant inutilement reddnaamrapport autres formes de
représentations, plus directement accessiblegnesiécarter deux choses :

- C'est seulement par le langage qu’on s’affranchitadparticularité empirique d’'un
donné ou d’'une activité, pour s’ouvrir a 'ensemébéetoutes les possibilités ;
- les théoremes, qui constituent la connaissanceémeattique, sont des énonces.

3.1.2. L’organisation didactique d’'une activité dsolution mathématique de problémes
Dans l'organisation d’'une activité de résolutionmebléme en classe, il est classique de
bien séparer deux phases : I'une, individuelle mgr@upe, de recherche suivie d'une mise
en commun ou én confronte ce qui a été trouvé ; 'autre de @ofidn», destinée a fixer
pour la suite ce qui doit étre retenu, en lui donngénéralement une forme
mathématiquement plus reconnaissable. Et naturetienout le travail de compréhension
mathématique est associé a la premiére phasestqnélile raisonnement déductif ne serait
qu’une mise en forme rédactionnelle. A la limite, mourrait s’en dispenser. Et c’est la la
grande illusion didactique : quand on a toutes«dgsopriétés » a utiliser, par exemple
écrites au tableau apres une discussion (orale)x aorait » la démonstration. Pour
'enseignant ou le mathématicien, oui ! Pour |a géande majorité des éléves, non !

Pour voir ou se situe l'illusion, regardons I'exjgliion classique donnée dans un
manuel qui est remarquable tant par la richessactestés mathématiques proposées que
par I'analyse qui y est faite de ce que sont lesatéhes mathématiques a mettre en ceuvre
dans une recherche. La phase de recherche y et dft ces termes : « commence par
essayerde faire des déductiona partir des hypothése@u probleme) ». La phase de
rédaction est introduite ainsi: « quahd auras réussi a joindre les hypothéses a la
conclusion(la cible visée lors de la recherghi te restera aédiger ta démonstration en
francais Ta rédaction doit étre efficace et lisible » (d2kcq, 1988, p. 166). Autrement
dit, ce sont les déductions qui permettent de jaeinthypothése a la conclusion, et on a
toutes les déductions quand on a toutes les défisibu théoremes correspondants. Tout
cela concerne la phase de recherche qui en classes’achever par une mise commun.
La démonstration serait donc obtenue et il n’y &nlas qu’a rédiger.

On peut faire deux remarques sur cette présentdtola phase de recherche de la
démonstration. On y distinguienplicitementdeux niveaux de raisonnememelui des
déductions locales qu’on peut faire et celui dptection des hypotheses du probleme a la
conclusion. Ensuite, on utilise la distinction entrypothése et conclusion comme une
distinction familiere. Or cette distinction portairsle statut des propositions dans
I'organisation déductive de plusieurs propositiehsion pas sur leur contenu, c’est-a-dire
sur ce gu’elles disent. Ce qui veut dire qulieisens est d’abord donné par le statut et non
pas par le contenuMais on peut également se demander si la pridutétatut sur le
contenu ne joue pas aussi a l'intérieur de chaédedtion locale.

Or, on peut toujours et partout constater que bmgual’éleves ne voient pas
comment, a partir de toutes les propriétés, on pejindre » les hypotheses et la
conclusion (Richard, 2004)Cette incapacité, qui joue des les phases de rebhe
correspond au fait que beaucoup d’éléves ne sayanfaire des déductions localé3ela
apparait dans les erreurs systématiquement réetesrerconfusion entre hypothéses et
conclusion, non distinction entre un théoreme e€sgproque, ou encore I'utilisation d’'un
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théoreme sans vérifier si ses conditions d’appboasont remplies, d’ou le recours a des
théoremes non pertinents dans le cadre du prokAénésoudre.

3.3. Les points clés du fonctionnement d’'un raisorement déductif valide

L’organisation déductive de plusieurs propositiensun raisonnement valide conduisant a
I'affirmation nécessaire d’'une proposition reprédsemne rupture par rapport a toutes les
autres formes d’organisation discursive, comme gp@mple celle des récits, celle des
descriptions ou celle des explications. Cette mgporte essentiellement sur deux points :
la prise en compte du statut comme deuxiéme comp®shu sens des propositions, et
I'existence de deux niveaux d'organisation disagsinettant en ceuvre des opérations
différentes.

3.2.1. Qu’est-ce qui constitue le sens d’'une pritjoos?

La réponse a cette question n'est pas simple. Hasecau moins est slre : ce ne sont pas
seulement les mots, puisque deux propositions cdanoexactement les mémes mots
peuvent avoir des sens opposés. Or, malgré ceitdioa de sens entre une proposition et
sa réciproque, c’'est presque toujours dans ce qgi@nt les mots, c’est-a-dire dans le
contenu, qu'on cherche spontanément le sens desgtions, comme par exemple dans
une explication. Mais le contenu est-il toujours daule composante du sens d'une
proposition ?

Le statut constitue la deuxieme composante du skss propositions et cette
deuxieme composante joue un role essentiel poaorapréhension de tous les énoncés
mathématiques. Nous venons de voir la distinctittineehypotheses et conclusion, mais il
y a aussi d’autres statuts aussi importants : iiéim théoreme, conjecture, conclusion
intermédiaire..Or, cette deuxieme composante ne peut apparaigealgns I'organisation
de plusieurs propositions en l'unité d’'une méme aléhe discursive de pensée ou de
connaissanceAutrement dit, une proposition n'a de statut quee rapport a d’autres
propositions et non pas prise isolément. C’est guoairla pratique pédagogique consistant
a faire écrire et donc a associer le nom d’un staithaque proposition est une absurdité.
Elle ne permet pas aux éleves de prendre conscimatte deuxiéme composante de
sens. On remarquera alors que le raisonnement tif§due sur les différences de statuts
des propositions gu’il oppose ou qu'il « enchain@w contraire, dans les descriptions ou
dans les explications, le statut n’intervient pascp que toutes les propositions sont
supposées avoir le méme statut.

Il existe une troisieme composante de sens de®gitams, que nous avons désignée
par I'expression « valeur épistémique ». Une pritjmsou une phrase prend pour celui
qui la comprend, et a I'instant méme ou il la coemgl, une valeur épistémique. Ce qui est
énonce lui parait évident, absurde, plausible giisemblable... Naturellement, cette valeur
dépend de la base de connaissances du récepteest @ourquoi les énoncés en
mathématiques n’ont souvent pas la méme valeuté@pigue pour les éléves et pour les
enseignants. Cependant, le plus intéressant n'ast la. Il tient au fait queout
raisonnement, en mathématiques comme en dehommatbgmatiques, vise a changer la
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valeur épistémique initiale d’'une proposition eneuautre valeur épistémiqlgDuval,
1995b). Ainsi, le raisonnement déductif valide menka nécessité d’affirmer ce qui
intuitivement peut apparaitre impossible ou seuldrpessible. De méme, I'argumentation
vise a modifier la valeur épistémique qu’un intedteur attache a une déclaration, a une
hypothése ou méme a un argument, sans nécessaingsegra en montrer la vérité : faire
apparaitre comme absurde ce qui apparaissait mrbiable, ou au contraire faire
apparaitre comme plausible ce qui apparaissait eonnréel, etc. A la différence des
autres disciplines, on associe, en mathématigaesaleur logique de vérité a la seule
valeur épistémique du « nécessaire ».

3.2.2. Les deux niveaux d’organisation des raisomergs déductifs

Il'y a un premier niveau ou le raisonnement orgardes propositions en un pas de
déduction. Et il y a un second niveau ou le raisoment n'organise plus des propositions
mais des pas de déductions. Les opérations awdfetthangent d’un niveau a l'autre.

Les descriptions classiquement faites du raisonneghéductif ne retiennent que le
deuxieme niveau d’organisation, celui des pas dduatén en l'unité d'une preuve :
« joindre les hypothéses (du probleme) a la commius Le premier niveau d’organisation
est tout juste mentionné dans la descriptionlad@phase de recherchear I'expression
« faire des déductions », comme si l'utilisationtld@oremes ou de définitions allait de soi
pour les éléves, alors que c’est celle qui doree d une incompréhension totale qui n'est
pas toujours immediatement observable. C’est egt @ffce niveau que les propositions
doivent étre comprises en fonction de leur statabe pas en fonction de leur contenu. En
outre, ces deux niveaux sont souvent confondusep@cours au méme connecteur « si...,
alors... », pour des raisons d’économie ou d’abtén. Or, il est absolument nécessaire
gue les éléves percoivent bien les opérations feées a chacun de ces niveaux :

- lutilisation d’'un théoreme ou d'une définition éhoncé tiers par rapport aux
prémisses et a la conclusion) pour « faire une démtu» requiert deux opérations :
vérifier que les conditions d’applications du théoreme dmah remplies (par les
hypothéses ou par la (les) conclusion(s) précé(®nteet détacher la partie
conséquence de I'énoncé tiers, comme conclusiopadude déductidnLes énoncés

" La fonction discursive commune & tout raisonnemestt de modifier la valeur épistémique d'une
proposition, lorsque cette valeur n'est pas la wale nécessaire ». Mais entre I'argumentation et le
raisonnement déductif valide, il y a une discontéuqui tient au fait que leurs modes respectiés d
fonctionnement sont radicalement différents. Pang{e, 'argumentation fonctionne sur le seul contdes
propositions, tandis que le raisonnement dédudaiiicionne par rapport aux différents statuts des
propositions. Dans I'un, les valeurs épistémiques sapportées a une seule dimension de sensstquodi
dans l'autre elles sont rapportées aux deux adiresnsions de sens. La discontinuité est struaural
8 On insiste parfois sur les similitudes de surfantre le fonctionnement de I'argumentation en del@s
mathématiques et le fonctionnement d’'une démoimtran mathématiques. Ainsi Toulmin (1958) a pr@pos
un schéma ternaire qui semble correspondre a hisghon d'un pas de déduction. Cela n'a rien de
surprenant puisqu’il est parti de la relation d’liogtion pour y introduire la possibilité de condits
restrictives ou de nuances modalisatrices (« qeedi$) (op. cit., pp. 99-105). Mais ce schémaararpas
compte du fonctionnement d'un pas de déductiordeakar :
- le rapport entre les data et les « warrants » @®tiers) n'est pas précisé et il n'y a pas d'apéns de
vérification a faire ;
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mathématiques utilisés comme énoncés tiers onffencette particularité, par rapport
aux arguments utilisés en dehors des mathématidiéss organisés explicitement ou
implicitement selon une structure bipartite.

- La jonction de deux pas de déduction repose uniguesur le fait que la conclusion
de I'un des deux pas remplit 'une des conditiorapplication de I'énoncé tiers de
'autre pas. La jonction de deux pas de déducterfast par cerecouvrement la
conclusion d’'un pas de déduction devient prémigs€aditre pas. Naturellement cette
opération de jonction par recouvrement conduit @etbppement de plusieurs lignes
de déductions en parallele. Ici apparait une osgdioin arborescente comportant
autant de branches que d’hypothéses de départ.e®arquera enfin que cette
opération ne fait appel a aucun schéma de logiquedile. Sa difficulté, dans les
raisonnements déductifs en langue naturelle, aentait qu’il peut y avoir des trous
non remarqués, dans le jonction des pas de dédudles trous non remarqueés
tiennent a soit des équivalences sémantiques matlgggrament non pertinentes, soit a
des évidences perceptives lorsque les figuresntasteappui.

Le fonctionnement des raisonnements déductifs stnsioncen des substitutions
successives de propositions les unes aux autesspremiéres, de détachement, substituent
une conclusion intermédiaire aux prémisses d'un phades secondes substituent des
conclusions intermédiaires aux autres conclusianiermédiaires précédentes jusqu’au
moment ou I'on obtient la conclusion cible. Un caisement déductif n'a de sens que pour
celui qui effectue ou ré-effectue lui-méme toutes opérations de substitution. Et c’est
I'accomplissement de toutes opérations de subisiituqui fait prendre conscience de la
nécessité d’affirmer la conclusioguelque soit la valeur épistémique qu’elle poussiir
antérieurement. C’est le raisonnement déductiffgtiprendre conscience d’une nécessité
« logique, métaphysique ou géométrique » (voirZ13.

3.2.3. Quel rdle pour la contradiction dans lesyores « logiques ou géométriques » ?
Le raisonnement déductif est au coeur des démadnsganathématiques, comme Leibniz
I'indiquait (voir §2.1), mais avec cette particularité remarquablelayuelle il faut nous
arréter un instant : le raisonnement déductifeo®urt jamais au principe de contradiction.
Une telle affirmation peut surprendre car ce ppecintervient dans les preuves par
reductio ad absurdurat dans les réfutations de conjectures par uneaxemple.

Les preuves par I'absurde sont des preuves parkdozar leur emploi argumentatif
en dehors des mathématiques est assez spontanéngaincant tandis qu’en
mathématiques, il se révele complexe et méritautdification de « formel ». En effet, les
démonstrations par I'absurde incluent, entre |'atziion provisoire de la vérité de
I'affirmation opposée a celle qu'on veut démonget’apparition d’'une contradiction, un
raisonnement déductif comme dans les autres dématinses. En outre, le principe de
contradiction ne peut étre opératoire qu’en liaiseec un autre principe, celui du tiers

- le recours a un « warrant » n'impose pas une niééasdiscutable, sa portée ou sa pertinence ddnnan
lieu a des restrictions ; il peut donc étre disccwénme n'importe quel argument dans un débat. La
conclusion n'est pas obtenue par une opération émchement permettant des opérations de
substitution ;

- un seul niveau d’'organisation est pris en compte.
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exclu ! C’est peut-étre en raison de cette compeque les démonstrations par I'absurde
apparaissent étre des preuves « formelles », a@dge fondées uniqguement sur des régles
logiques de discours et non pas sur un mécanisteen@ de substitutions mobilisant
seulement des connaissances déja prouvéees. Marggles de discours ne sont pas des
regles qui s'imposent logiqguement de maniere uselég, méme si ce sont des régles
dialogiques indispensables au fonctionnement desgaictions verbales dans un débat.
C’est de maniére éthique, et non pas logique, gquerihcipe de contradiction s'impose
(Lukasiewicz, 2000). Le principe de contradicti@nvoie d’abord a une expérience de
nécessité socio-normative (§ 2.2.3).

La recherche d'un contre-exemple est une attituéitexe dans la pratique
mathématique. Cependant I'importance de cettaudétine doit pas faire oublier que cette
démarche comme preuve reste limitée aux seulseaéfdgtation. Car un contre-exemple
permet seulement d’écarter une conjecture fausse moa pas de démontrer celle pour
laquelle on ne trouve pas de contre-exemple. Dgog& de vue, la recherche de contre-
exemples laisse entiere la question de la preuvenathématique, c’est-a-dire de la
maniére dont les conjectures deviennent théoreesplus, la capacité a produire un
contre-exemple dépend de la base de connaissamseged (Duval, 2005).

3.3. Deux stades dans la découverte du fonctionnem@’'un raisonnement déductif

Il s’agit, d'une certaine maniére, de passer detleacoté du miroir, le miroir étant ici les
pratigues spontanés d’expression verbale, en niédalale ou écrite, que ce soit pour
décrire, pour expliquer ou méme pour convaincrdqyen dans une discussion. Car la
production spontanée d’un discours ne se fait jamar substitution de propositions les
unes aux autres mais au contraire, par des efetemposition comme pour la production
d'un tableau ou d'un dessinles propositions s’ajoutent les unes aux autcegcune
venant enrichir ou préciser les précédentes (DU@8I5b). Comment faire faire le saut aux
eleves ? Il est évident que toute explication ownsmgme verbale concernant le
fonctionnement du raisonnement déductif est voukéchec. Le probleme didactique ici
est analogue au cercle herméneutique dans la cbherm®n des textes. C’est pourquoi
c’est en faisant travailler dans un registre natulisif, et qui ne soit pas celui des figures
géometriques, qu'on peut faire découvrir le fonmtiement discursif du raisonnement
déductif. Mais il faut ensuite un retour vers lgistre de I'expression verbale pour faire
prendre conscience des opérations effectuées eaegistre non-discursif.

3.3.1. Une activité d’organisation des propositi@estrée sur leurs statuts respectifs

Tout commence la ou ordinairement, I'on considére put est fait, c’'est-a-dire lorsque la
liste de toutes les « propriétés » a utiliser pmontrer ont été écrites au tableau lors de
la mise en commun des recherches du probléme, rebeseindividuelles ou en groupe
(voir 8 3.1). Les éléves ont a percevoir commestdmpositions de statuts différents se
substituent les unes aux autres, c’est-a-dire carhtagonction s’opére a chacun des deux
niveaux de l'organisation déductive. Or, la repnéggon la plus congruente au
fonctionnement d’'un raisonnement déductif est waplge propositionnel construit comme
un arbre inversé, puisqu’il part des hypothesemtérét de I'activité est donc de le faire
construire aux €léves, sans aucun modéle maisreradbles régles suivantes :
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- d’une hypothése (du probléme), il part une fléclasmi n’en arrive aucune ;

- plusieurs fleches peuvent arriver & un théorema one définition, mais il n’en
part gu'une seule ;

- alaconclusion, il n’arrive qu’une fléche et ien’ part aucune.

Ces trois regles obligent les éleves a regardestannment les propositions en fonction de
leurs statuts respectifs et non plus de leur centEhune telle situation constitue pour eux
un véritable probléme. On peut alors voir appagaite maniére explicite toutes les
incompréhensions du raisonnement déductif, incohgm&ions souvent masquées par une
expression verbale reproduisant ce qui s’est ditdie la mise en commun. Mais en méme
temps, les éléves découvrent progressivement guedges sont un moyen qui leur permet
non seulement de contrdler par eux-mémes la valdlit graphe construit, mais aussi de
voir ou était leur incompréhension du fonctionnetedes raisonnements. Lorsque les
éleves ont réussi a construire leur premier grapheconstruction d’'un graphe de
démonstration se fait trés rapidement pour leseaytroblemes. Mais tous les éléves ne
parviennent pas a ce stade lors des premiereses@aget, 1988).

3.3.2. Une description libre de la construction ligée

Cette activité est introduite seulement lorsqueélése ont franchi le premier stade de la
construction. D’une certaine maniere, I'arbre psapponnel est une présentation explicite
et suffisante de la maniere dont « on joint » Iggothéses du probleme a la conclusion.
Alors pourquoi une activité de description libreaseelle encore nécessaire ?

Il faut remarquer que nous parlons ici de desaniptibre. Ces deux mots ont leur
importance. D’une part, il s’agit de convertir ureprésentation non discursive en un
discours dans sa propre langue. Rappelons ici mapce pour I'apprenant de pouvoir
dire lui-méme ce qu'’il a fait ou ce qu'il croit av@ompris de maniére a mieux lI'assimiler
et mieux le maitriser. Piaget (1967) évoquait d@@portance de I'expression pour une
« prise de conscience » des opérations de pensggtrdpart, I'intérét de cette activité
tient & ce qu'aucune formule d’expression canonig@st imposée. Il ne s’agit pas de
reproduire un modéle de texte de démonstratiagiaglit que chaque éleve puisse dire avec
ses propres mots, sans avoir a justifier ce qutjlle travail de justification qui a déja été
fait lors de la construction de I'arbre propositieh Ce qu'’il exprime alors, c’est ce qu'il a
compris dans la construction d’'un arbre propositenlL’expression doit remplir ici une
fonction d’objectivation avant de remplir une fanotde communication (Duval, 1995b).

Les observations qu'on peut faire alors, si l'orspecte les conditions de
I'expérience, sont surprenantes. On peut les résdares les deux points suivants.

(1) Les textes produits par les éleves varient idéngblement selon le type de
représentation sémiotique qui leur sert de réfé&enane figure géometrique
représentant visuellement les hypothéses du prahléme liste de propriétés-
abréviations des théorémes ou définitions a utjlise I'arbre propositionnel
d'une démarche de preuve par déduction. Il estgsad®e qu'on propose aux
éleves le type de représentation sémiotique congruda démarche de pensée
gue le texte doit expliciter. Ainsi les éléves @mbduit des textes totalement
différents de ceux quils écrivaient avant les ®@&sn de travail sur la
construction des arbres propositionnels. Leursetexdtaient a la fois plus
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explicites et plus structurés, notamment en ceqacerne la distinction des pas
de déduction. Mais ils étaient a la fois beaucolys pjongs que ce qui est
généralement attendu.

(2) Il'y a une évolution progressive dans les ex®duits qui va dans le sens d’'une
économie d’expression. L'étude de I'évolution destés produits a fait
apparaitre un phénomene intéressant concernantoés lle marquage du statut
des propositions et la compréhension des pas dectiléd. Ainsi, pour introduire
les hypotheses, les prémisses, les énoncés-tils ebnclusions, les éleves ont
spontanément utilisé des verbes ou des adjectifexprimaient un degré de
conviction difféerent selon le statut des proposisioCorrélativement, I'emploi
des connecteurs, y compris le « donc », a disj@ziast I'étude de I'évolution de
ces textes qui a nous permis de voir comment l|a podnension du
fonctionnement du raisonnement déductif permetaix démonstrations de
devenir vraiment des preuves pour les éleves,-a'eite de modifier dans leur
esprit la valeur épistémique initialement assoéid& conjecture a démontrer. Et
la plupart des éléves I'ont vécu comme une décoenyBuval, 1991).

3.3. Quelle place pour ces deux types d’activité da un apprentissage fondé sur la
résolution de problémes ?

Nous nous contenterons ici de poser la questiomgmgort a I'organisation d’une activité
de résolution de problémes en classe (voir 8 Ed)ce qui a trait & 'opposition souvent
faite entre phase de recherche et phase de «igdactcomment situer I'activité de
construction d’'un arbre propositionnel ? Du cé6té lderecherche ou du c6té de la
rédaction ? Et l'activité libre de description & partir d’'un arbre propositionnel, peut-
elle étre considérée comme équivalente, pour lapoénension des éléves et pour les
apprentissages, a une rédaction des informatiommbles écrites au tableau lors de la mise
en commun ?

Nous pouvons reformuler cette question d’'une aumt@niere. Tout d’abord la
distinction entre phase de recherche et phase dbetién ne serait-elle pas une fausse
distinction pour la période d’apprentissage ? Garéalité, la phase de recherche requiert
implicitement la compréhension du fonctionnemerdudéif ! Autrement dit, quelle est la
fonction importante de la phase de rédaction l@dadpériode d’apprentissagegarder
une trace institutionnalisée de la solution d'uebbéme particulier ou, au contraire, y
découvrir la spécificité du fonctionnement dédudif a partir de ladévelopper les
capacités de recherche des éléves pour toutesclastés de résolution de problemes a
venir? Les observations que nous avons pu faire ontréndiapport heuristique de ces
deux types d’activité savoir comment chercher face a un probleme a résolthis cela
n'a d’'intérét que pour le seul apprentissage ddbénaatiques.

4. AU-DELA DES MATHEMATIQUES, QUEL APPORT POUR LA
FORMATION ?

Avec cette question, nous changeons a la fois wianiet de perspective. Il ne s’agit plus
ici de se focaliser sur le développement des psosesognitifs qui sont requis par les
démarches de pensée en mathématiques. Il s’agitregarder I'éleve dans le
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développement de sa personnalité et dans son atitfgisociale a travers les expériences
et les découvertes qu'il peut faire. Quel peut &netentissementsur le développement
d’un individu, de I'exigence de preuetde I'expérience intellectuelle de la démonstration
mathématique ? Ou, pour formuler la question awtrégmen quoi l'acces a la
compréhension des démonstrations, lieu historiqnémevilégié pour le développement
de la rationalité (voir § 2.1, § 2.2.1), contribbié-au développement de la conscience
éthique, et donc sociale, des individus ? Pour @fann peu dans cette question aussi
complexe qu’importante pour la formation initiat@us allons porter notre attention sur un
phénomene décisif dans le développement de lampeadte : la découverte de régles dans
le milieu social environnant, et I'évolution du papt aux régles chez l'enfant et le
préadolescent. Le choix de cette entrée tienb@li@tation qui est communément faite de
la notion de citoyenneté en termes de « respeateddss » et de « responsabilité ».

4.1. Le probléeme du vécu individuel du rapport auxégles et de son évolution

Le rapport aux régles implique gonflit internetrés profond entre :

- des exigences et des contraintes qui s'imposentme venant de I'extérieures
autres, une autorité institutionnelle, etc.

- I'exigence de liberté que I'individu ressent potredui-méme : suivre d’aborde qui
vient de soi-méme.

Ce conflit souleve une question importante d’'umpdie vue pédagogique : qu’est-ce qui

ameéne un individu a reconnaitre I'obligation deveiicertaines regles dans ses actions et

ses comportements ?

4.1.1. L’analyse du rapport aux regles en termesitinomie et d’hétéronomie

Ce conflit semble renvoyer a une opposition apparent insurmontable. En distinguant
vis-a-vis des regles éthiques, un rap@HETERO-NOMIE et un rapportD’ AUTO-NOMIE,
Kant (1985) avait montré que la raison permettdit éonscience individuelle de dépasser
cette opposition :

L’autonomie de la volonté est cette propriété g@aolonté d’étre a elle-méme sa loi. Le
principe d’autonomie est donc de toujours choigirtdlle sorte que les maximes de notre
choix soient comprises en méme temps comme loigraelles dans ce méme acte de
vouloir [...]. Quand la volonté cherche la loi qui doit la détemsi autre part que dans son
aptitude a instituer une législation universellei gienne d’elle,[...] il en résulte toujours
une hétéronomiéop. cit., p. 308-309).

Ainsi quand la volonté s’accorde a l'universalit ld raison, elle accéderait a une
autonomie morafe c'est-a-dire & une synergie non conflictuelle rent'exigence
personnelle de liberté et les formes sociales @jabbn. DansL’éducation morale

° Il ne faut pas confondre la notion kantienne ddabmie de la volonté avec la notion psychologique
commune d’autonomie de l'individu qui en a été déei c'est-a-dire la capacité a agir par soi-mémé e
faire face a des situations nouvelles. L'une re@ola reconnaissance de valeurs et a un jugenwat sur

les actions et les comportements. En ce sens, dspme la notion kantienne d’autonomie n’est pas
I'hétéronomie mais K-NOMIE, c’est-a-dire le rejet de toute régle commune desiselations avec les autres.
La notion psychologique renvoie quant a elle aecetinfiance en soi, qui est nécessaire pour quidividu
puisse prendre des initiatives et des risques, ypcs celui de se tromper. Son opposé n'est pas
I'hétéronomie mais I@EPENDANCE
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(Durkheim, 1925), ensemble de cours qui a marqdiérfaation des instituteurs en France
durant plus d’'un demi siecle, Durkheim a introdegtte notion kantienne d’autonomie
dans le champ de la pédagogie, en faisant de Iprébmension du pourquoi des régles
I'équivalent de l'universalité kantienne de laaaisll en a fait, avec l'attachement aux
groupes sociaux et I'esprit de discipline, I'un dess facteurs de la moralitour qu’une
adhésion autonome a des regles se développe cheafnts, il faut qu’ils comprennent le
pourquoi de ces regles.

4.1.2. Qu'est-ce qui favorise le développement @’'wonscience autonome dans
I'adhésion a des regles ?

C'est a cette question que Piaget (1932) a tentéédendre dans une recherche sur
I'évolution de la compréhension des regles — a cenuar par celles du jeu — et des

sanctions Le jugement moral chez I'enfaribans ce travail, Piaget reprend l'analyse de
Durkheim, mais il réinterpréete les rapports d’hét@mie et d’autonomie comme deux

types d’interactions sociales entre individus damgroupe. L’hétéronomie correspondrait

a une relation de respect unilatéral des enfafitsgard des adultes qui ont une autorité.
L’autonomie correspondrait, au contraire, au respaguel entre pairs et exclurait toute

différence de statut ou de réle dans un grouperefent dit, a la différence de Durkheim,

Piaget marginalise, et méme rejette, le role desbgnant et de l'autorité des adultes dans
une évolution positive du rapport des enfants agies.

Pour Piaget, I'évolution du rapport aux regles cheafant correspond d’abord au
développement de la pensée, lequel se traduit paptise conscience de la nécessité et
par une complexification de cette prise de conseidmfra, § 2.1). C’est pourquoi Piaget a
postulé un parallélisme étroit entre le développnde la pensée logique et celui de la
conscience éthique. Mais pour qu’un tel développempeaisse s’accomplir pleinement, il
faut que les individus se trouvent placés ddess situations de coopératio@r, et c’est la
le point essentiel pour Piaget et sur lequel différencie de Durkheim, de telles situations
ne sont parfaitement réalisables que dans le alidretravail ou 'on met en ceuvre une
démarche de contrdle scientifique :

Au sein des mille groupements entrecroisés quititoest notre société, les individus se
mettent d'accordnoins sur un ensemble de dogmes ou de rites areensguesur une
méthode ou un ensemble de méthodes a applig@s qu'affirme l'un est vérifié par les
autres, ce que fait I'un est mis a l'essai et dilétpar les autres. L'essentiel des conduites
expérimentales (qu'elles soient scientifiques, niegles ou morales) consiste aimgin en

une croyance commune, mais en regles de contréletuali Chacun est libre d'innover,
mais dans la mesure ou il réussit a se faire comgne d'autrui et & comprendre autrui.
Cette coopération qui, reconnaissons le, est l@mprevaloir encore dans tous les domaines
sur la contrainte sociale, bien qu'elle constitiddal des sociétés démocratiques, est seule a
permettre la distinction entre le droit et le f&li985, pp. 277-278).

Piaget accordait ainsi un grand rble aux preuvdsvaat d'une démarche
expérimentale pour la socialisation et pour le t@ygement d’une adhésion autonome a
des regles communes. Or, la pratique de la métardérimentale renvoie a I'expérience
d'une nécessité de type physique ou techniguepetpas de type logique ou de type
normatif (8 2.2.2 et § 2.3.2). On peut donc se defeasi la découverte de ce qu’est la
démonstration mathématique ne serait pas a laplos pertinente et plus forte que la
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pratigue de la méthode expérimentale pour favotsatéveloppement de la conscience
éthique, et donc sociale, des individus.

4.2. L’expérience intellectuelle de la démonstrativet le passage de I'hétéronomie a
'autonomie

Trois traits caractérisent I'expérience intelletleiede la démonstration, quand elle
fonctionne comme une preuve pour quelqu’un. Ettaas traits la distinguent fortement

de I'expérience de nécessité physique qui peut fatte dans la mise en ceuvre de la
méthode expérimentale.

4.2.1. L’expérience intellectuelle de la démonsbrat

Tout d'abord, elle fait prendre conscience de laeséité interne d’affirmer une
proposition a partir de « suppositions données cemassurées », pour reprendre
I'expression de Leibniz. Et nous avons vu qu'acttrent parler, cela n’implique
I'application d’aucune regle externe a la démamddeaisonnement, lmodus ponenétant
seulement un schéma descriptif du fonctionnememt gas de déduction (8§ 3.2.2).

Cette prise de conscience dépend entierement déstimms de substitution de
propositions que le sujet doit accomplir lui-mérié.cela vaut aussi bien pour celui qui
suit la présentation, orale ou écrite, d’'une dénratien faite par quelqu’un autre que pour
celui qui la trouve. La démonstration n’est passdentexte qui I'expose mais dans les
opérations de substitution dont le texte indique,ntiniére plus ou moins explicite, le
déroulement.

Enfin, cette prise de conscience opératoire est sm@rce de conviction plus
puissante que toutes les autres sources de camvi(8i2.3 et § 3.2.1). Les éleves qui
comprennent le fonctionnement des opérations destitution découvrent que la
démonstration apporte quelgue chose méme si elie mor un résultat qui semblait
perceptivement évident au départ. C’est sur cetpgpia se joude fait que la conscience
d'une nécessité logique ou mathématique est éprouwéeme plus forte que toute
évidence visuelle ou que tout constat perce@tést un choc pour les éleves lorsqu’ils ont
'occasion d’en faire une expérience personnelle.ont alors le sentiment stimulant
d’accéder a des perspectives et des possibilitds ga soupconnaient pas. Moins que le
contenu du résultat mathématique prouvé, c’estdaieéne d’'y parvenir qui est pour eux
comme une révolution.

4.2.2. Comparaison avec les preuves expérimentales

La nécessité physique est une nécessité exterast-azdire de l'ordre d'un constat :
mesures effectuées a I'aide de dispositifs instnienex, ou phénomenes qui se produisent
ou ne se produisent pas au terme d'un montage imgrital. Cela veut dire que la
nécessité externe est indépendante de [Iaction slgsts. Celle-ci consiste en

« l'application d'une méthode », pour reprendre arpression de Piaget. Cette nécessité
externe est également une nécessité contingestéactq on n’arrive pas a trouver autre
chose, mais on peut toujours imaginer que les shesgassent autrement dans un autre
monde possible. Et ici, il faut préciser que I'esipce d’'une nécessité externe se limite a
I'expérience de l'impossibilité de ce dont il étdégitime ou vraisemblable de faire
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'hypothése. Ce qui ouvre au jeu complexe de lhitétation des résultats obtenus. Si
logiguement les modalités du nécessaire et de d¢ssiple sont convertibles,
cognitivement ce sont deux univers différents.

Autrement dit, les démonstrations mathématiques $orieu d'une expérience
intellectuelle d’autonomie au sens fort du termatien, mais non pas les démarches
expérimentales. Cela signifie gqueest la rationalité seuleet non pas les données
observées de I'expérience ou le fonctionnement dhachine, qui permet de concilier
I'exigence de liberté de I'esprit et la reconname®ad’'une obligation qui s'impose a lui
inconditionnellement. On peut résumer cela damadkau suivant :

Prise de conscience d’'une nécessité...

... indépendante de toute ... subordonnée a I'utilisation d’'un]] ... liée a des opérations dépendant du
action du sujet appareil ou d'une machine seul pouvoir de notre pensée
IMPOSSIBILITE]e trouver CONTRAINTESle fonctionnement NECESSITE PRODUITHar les seules
autre chose opérations de la pensée
Nécessitgphysique Nécessitéechnique Nécessitéationnelle
indépendante de résultant de I'organisation intrinseque
I'expérimentation d’'un systeme a la production du discours
(objectivité) (pragma-nomie) (Auto-nomie)

Figure 7. Quelles expériences de la nécessité favoriser
pour la formation éthique des individus ?

4.3. Preuves ou régles dans la formation a la « @jtenneté » ?

Les preuves ne dépendent pas de régles, du mansepas qui résultent de I'expérience
de I'un des premiers types de nécessité (cf. § Ef23i les démonstrations mathématiques
constituent les expériences les plus fortes d’artoe, a la fois dans le sens kantien et
dans le sens psychologique du terme, on peut soger sur le rapport de telles
expériences avec l'adhésion personnelle a un ereserde régles déterminant
'organisation d’'une société ou permettant la coaf@n entre individus au sein d’un
groupe.

4.3.1. Une rationalité propre a la parole

Il y a une rationalité qui est intrinsequement lgda pratigue de la parole dans les
interactions sociales. C’est celle signifiée patdame gredogos signification qui s’est
trouvée occultée par le choix du terme lattio pour le traduire. Ainsi, Platon pouvait
opposer ldogosa la violence pour I'organisation de la cité. Gatte rationalité intrinséque
a la parole repose essentiellement sur des reglesdé&erminent les conditions de
possibilité d'un dialogue ou d'une discussion, @nnpas celles d'une validation
scientifique épistémg La rationalité s’éveille chez un individu quand il devient
sensible a ces regles dialogiques et non pas logiguNousen avons évoquées guatre
(8 2.2.3), mais nous allons ici nous limiter auwuxi@remieres, celles qui sont les plus
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directement liées a la dynamique de la pendéepossibilité d’'une remise en question de
ses propres évidences et I'exigence de cohérence.

La pratique de la parole ne peut pas étre unileté@ela veut dire qu’elle exige une
alternance dans les positions de I'échange : chdoitrétre « tour a tour interrogeant et
interrogé... réfutant et réfuté... » (Plat@urgias 462a). L’acceptation de l'alternance des
positions est la premiére condition pour qu’'uneofEipuisse ouvrir un « échange » et
construire une relation entre des individus. On amumera que cette regle dialogique
implique I'effacement de tout différence de stadut d’autorité entre les individus qui
discutent. Nous retrouvons ici ce dont Piaget afaitt 'axe unique de I'évolution du
rapport aux régles chez I'enfante passage d’'un « respect unilatéral » ou ne coaipte
que la parole de I'adulte — par exemple celle dadeignant —, a un « respect mutuel »
ou ne compteraient que les paroles entre pairs.

La pratique de la parole implique au moins une exig pour le locuteur vis-a-vis
son interlocuteur : celle de ne pas se contrediee celui qui parle ne soit pas «en
désaccord » avec lui-méme, Platon en avait faitaomglition pour la poursuite méme du
dialogue, c’est-a-dire pour que I'échange commemeédégénére pas en « querelle de
personnes »@orgias,457e). Et nous avons vu qu’Aristote n'avait puifies ce principe
gue par sa conséquencéa:perte de sens pour celui qui écoute. Cette diglegique n'a
rien de formel. Elle constitue un ressort puisgemir 'argumentation dans les polémiques
et les débats, comme on peut le voir dans cewaipiosur des problemes de société. Elle
permet ainsi de développer des stratégies treéréiftes, qui ne relévent d’aucune forme
logique, pour mettre un interlocuteur en contradictavec lui-méme, comme l'a par
exemple mis en évidence J. B. Grize (1983), suatge corpus de textes recueillis dans la
presse.

L’emploi logique du principe de contradiction a diess de démonstrations (8 3.2.3),
est cognitivement plus complexe. Il requiert lasprien compte des mécanismes de
quantification et de négation caractéristiques ahgage, naturel ou formel. Ce qui veut
dire que I'emploi logique du principe de contradiction coimé la régle dialogique
constitutive de laPAROLE avec ces regles de fonctionnement propresLANGAGE
L’emploi logique du principe de contradiction regoeidonc I'emploi de plusieurs regles.
Peut-étre est-ce pour cette raison que Piagegwaiti fait de la sensibilité a cette deuxieme
regle dialogique, le critere de l'acces a la pensd®nnelle (1967 (1924)), ne I'a pas
retenue dans son étude de la formation du jugemerdl chez I'enfant (1985 (1932)). Et,
dans son premier modéle descriptif du développemena pensée logique chez I'enfant,
celui du passage d'un fonctionnement égocentriqumei socialisation, il ne retient de
I'exigence de non contradiction que son caracterdogjique.

La rationalité propre a la parole ne doit pas @vafondue avec la rationalité
mathématique, ni lui étre subordonnée, méme sie-ceéllen marque une forme de
développement extrémement puissante. La rationglithre a la parole en demeure
totalement indépendante, non seulement parce gqulall précéde génétiquement et
historiguement, mais parce qu’elle donne lieu atetibppement divergent d’autres formes
de rationalité, comme Aristote I'avait déja soubigin propos de I'argumentation rhétorique
et de la dialectigue. Nous ne faisons que retroueerla rupture cognitive de
fonctionnement qui marque le passage des modegud'entation « naturels parce que
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commandés par la spontanéité de I'expression ol démonstrations mathématiques,
lesquelles nécessitent le support, I'auto-inteoacét 'autocontréle de I'expression écrite,
c’est-a-dire d’'une visualisation qui en objective discours (Duval, 1992, 2001). Cela
conduirait-il a marginaliser I'apport de I'expér@nd’autonomie intellectuelle que sont les
preuves au profit du « respect des regles », quegllelles soient ?

4.3.2. Rationalité, régles et respect

Rien n’est peut-étre plus trompeur dans I'éducatjoa I'emploi du mot « régle ». Car il y
a une multitude de régles. Ainsi nous venons de golil y a les régles dialogiques
intrinseques a la parole et les régles de foncéorent propres a I'emploi d’'un langage. Et
ces dernieres peuvent étre des régles logiquediveslaaux mécanismes de la
guantification et de la négation, mais égalemers dgles syntaxiques relatives a la
composition des mots en une seule unité de seps 8galement les « régles de priorité »
dans le calcul littéral, correspondant aux propséales opérations. On peut ajouter a cela
les régles constitutives des jeux, les régles demulation et, finalement, tout ce qu’on
gualifie de « codes ». La question que souleve catiltitude hétérogene de « regles » est
celle de leur valeur d’obligation. Autrement dé,rhpport aux régles peut-il avoir la méme
signification quand il s’agit de régles dialogiqués regles de grammaire, de regles de jeu,
ou de regles de conduites dans I'organisation dhonpe ?

Arrétons nous un instant sur cette expression,equipresque devenue un slogan :
« respecter les régles ». C’est un véritable aleumgage. On ne respecte pas une regle,
on lapplique ou on ne l'appligue pas. Le respest an « sentiment moral [...]
exclusivement produit par la raison, [... qui] $Ague toujours uniquement aux
personnes » (Kant, 1976, p. 80). Et toute persasieune «fin en soi » (Kant, 1976,
p. 92). Autrement dit, on respecte quelqu’un maigpplique, ou on « suit » une régle. Ce
qui impliqgue qu'on peut ne pas appliquer des réglesrespecter les personnes, et
inversement. La véritable question, celle qui conede premier enjeu dans la formation a
la citoyenneté peut alors étre formulé ainguelles sont les regles qui peuvent avoir un
lien avec le respect des personnes ?

Les seules regles, semble-t-il, qui aient un lieeall avec le respect des personnes
sont les regles dia-logiques. Elles constituergdeole comme un acte de reconnaissance
de l'autre et non pas seulement d’expression deogod’'une communication qui peut
toujours étre instrumentalisée. Les regles dialoggqne s’appliquent pas a proprement
parler, ce sont des exigences dont la prise decemnte est liée au développement des
relations avec les autres. Certes, on peut lesderpde maniére externe et formelle, en
organisant par exemple des prises de parole dadssd#pline d’'un groupe dirigé par
guelqu’un qui a autorité. Mais ce sont la des chmas qui renforcent I’hétéronomie au
lieu de développer I'autonomie, pour reprendreri@bfgmatique kantienne et piagetienne.
Car si on peut ainsi induire des comportementsarargs pour certaines situations, on ne
développe ni la rationalité premiere qui fait lac® et la liberté de la parole, ni le sens de
la coopération.

Les autres regles n'ont pas de lien direct avecebpect des personnes. Elles
concernent le fonctionnement d'un systémesystémes sémiotiqgues, systemes
informatiques, systémes techniques, jeux, orgaarsates eéchanges dans un groupe ou
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dans une société... Ici I'application des regles déectement liée a l'efficacité d’'une
action. Naturellementselon les systéemes, le lien entre le fait d’ap@rigdes regles et
I'efficacité peut-étre plus ou moins foAvec certains systemes le fait de ne pas suige le
regles, instructions d’un menu ou régles d’emplond machine, rend impossible toute
action. Avec d’'autres systemes, comme la gramnaiirge langue, le fait de ne pas suivre
les régles rend encore I'action possible bien d¢gi'’eh diminue I'efficacité, par exemple
pour la précision de I'expression ou pour la comitation. Enfin avec les régles de
conduites propres a l'organisation sociale despgsule fait de ne pas suivre les regles a
une issue indéterminée : sanction, rupture de &égh ou, au contraire, rien du tout. Ici la
problématique du rapport aux regles devient audes.toutes manieres, une application
efficace de ces régles requiert qu'on compreleneourquoide ces régles (Durkheim,
1974). Or, comprendre le pourquoi c’est compremramentonctionne le systéme dont
les régles décrivent partiellement I'utilisationt Eela est indépendant du respect des
personnes.

La complexité de la formation éthique et citoyenes individus tient a ce qu’on ne
peut la réduire ni a un seul type d’'expérience nhaype de comportement dont le critére
formel serait le «respect des regles ». Parcecgtte formation est intimement liée au
développement de la rationalité, elle requiert aoing deux types d’expériences
différentes. L’'une est évidemment celle de la pgrpermettant de créer des situations de
coopération. L'autre est celle des démonstratigps, rendent possible une expérience
intellectuelle d’autonomie a la fois dans le semgchologique et dans le sens moral du
terme. La formation éthique, qui reste fictive tajptelle ne permet pas de dépasser le
conflit entre une obligation venant de I'extérietirce qui vient de soi, repose en fait sur la
coordination d'une rationalitébIALOGIQUE, dans laquelle I'hétéronomie se construit
comme un accord avec les autres, et d'une ratiénaloODICTIQUE, qui est indépendante
du jeu dialogique des consensus et des désacdOrdgeut des lors s'interroger sur
I'importance accordée au « respect des régles s tagucation a la « citoyenneté », au
regard des déviances formalistes que l'insistancdes regles, purement hétéronomique,
favorise.

5. CONCLUSION

Le développement de la rationalité, pour une appatpn autonome des connaissances
scientifiques et pour la reconnaissance de reglesmunes permettant de construire des
relations avec les autres, est un enjeu esserdidh dormation initiale. J'ai essayée de
montrer quel était I'intérét d’une initiation auemonstrations mathématiques pour ce
développement.

Nous avons vu que la rationalité a deux origind&mdintes : la preuve comme
expérience d’'une nécessité et la parole commeitgctlialogique. Il existe autant de types
de preuves que de types d’expérience d'une nééedddns la démonstration, qui
historiquement s’est imposée comme modéle de i@nedité, I'expérience de la nécessité
se fait dans les opérations discursives de penséelgpcun effectue lui-mémelle ne
vient pas de données ou de contraintes extéricuagwise de conscience de la nécessité y
dépend exclusivement des actes de pensée que clhacomplit en substituant des
propositions les unes aux autres selon leurs steggpectifs. En ce sens, Aristote pouvait
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affirmer que « la démonstration ne concerne pabsleours extérieur mais celui qui a lieu
dans I'ame » (2005, 76b 24-25). En revanche, lalpagu’il ne faut pas confondre avec le
discours qu’elle communique, repose sur des ratjegiques dont le rejet conduit non
seulement a sa destruction mais a I'impossibi&anstruire des relations avec les autres.
Ces regles dialogiques sont d’emblée des régleasjueth c’est-a-dire des regles qui
engagent un respect inconditionnel de l'interloauyt@avant méme toute considération de
parité ou d’autorité.

Reconnaitre deux origines différentes de la ratitithac’'est reconnaitre le
développement de deux formes fondamentales denaditi®d, I'une scientifique et l'autre
socio-normative, qui ne dépendent pas l'une detrkaul y a bien sir le principe de
contradiction qui semble leur étre commun. Maidasm que régle éthique, celui-ci donne
lieu a des interprétations différentes selon quest en position de locuteur ou
d’interlocuteur et, en tant que principe logiquedait étre associé aux mécanismes de
guantification et de négation propres a un lang&g.sont donc la deux formes de
rationalité qui sont irréductibles et qui peuvenit sse renforcer soit s’opposer. Leur
irréductibilité apparait a travers le type et lecode conviction dont elles sont la source.
L’une produit une conviction autonome et universellautre une conviction hétéronome
et relative a l'identité, a I'histoire, a I'orgaaitson d’'un groupe ou d'une société. Cela
souleve évidemment la question de l'unité de datt@ance qu’on appelle la Raison et qui
ne peut pas étre considérée comme une facultélelaess ou la perception, la mémoire,
imagination, I'intelligence ou la volonté sontsiéacultés.

L’apport de l'activité de démonstration porte d’abasur le développement de la
rationalité scientifique. En ce sens, elle perneetiévelopper la sensibilité a une nécessité
interne, qui est aussi essentielle pour la forrmatie la conscience individuelle que la
« sensibilité a la contradiction ». Celle-ci, daiiirs, en reste le plus souvent au stade d’'une
sensibilité a la confusion sémantique dans I'emgés mots ou a celui d'un jeu rhétorique
avec des oppositions antonymiques, comme on peagdiver dans la plupart des débats.

La maniére d’enseigner les mathématiques ne dégpendeulement des objectifs de
formation qui sont visés mais également de ce gliadivité mathématique. Cependant,
le type de fonctionnement cognitif que mobiliseteetctivité est plus complexe et parfois
en rupture avec celui mobilisé dans les autres dwsale connaissance. Ainsi avons nous
pu voir que, sous des similitudes de surface,detfonnement d’'un raisonnement déductif
valide est totalement différent de l'utilisationadjuments dans une discussion. La est la
raison profonde pour laquelle les raisonnementfi@émaatiques ne peuvent pas fonctionner
comme des preuves pour les éléves, c’est-a-direfieoth convictiongu'’ils pouvaient
avoir avant ou créer une conviction s’ils n’en awai aucune. Cela conduit a se
réinterroger sur I'organisation didactique des\atéts dans une résolution de probleme.

Ce qu’'on nomme parfois argumentation dans la ptiasecherche pour résoudre un
probleme présuppose en fait la compréhension datifbmement des raisonnements
explicitement mis en ceuvre dans la démonstratian.qdi veut dire que durant les
premiéres étapes d’'un apprentissage, I'objecti$trpas tant de faire découvrir quels sont
les théoremes ou propriétés a utiliser pour résotelrou tel probleme donné, mais de
faire prendre conscience comment on y utilise hé®remes et les définitions. Car la est
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peut-étre une source de beaucoup d’équivoques ldamseignement des mathématiques,
mais aussi le révélateur des objectifs réellemisdisv

Il'y a deux utilisations cognitivement opposées theEoremes : pour effectuer une
déduction valide dans une démarche de raisonnememour appliquer une formule dans
laquelle on substitue des valeurs particulieregsildttres. Si I'on s’en tient a la seconde
utilisation, on peut se demander par exemple |[Brmihce qui sépare le théoreme de
Pythagore et la loi d’Ohm, résultat de mesurescefes sur lintensité des courants
électriques en faisant varier la difference de e aux extrémités du fil. Derriére la
diversité des procédures de résolution d'un problegue nous avons évoquée en
commencant se cachent donc une alternative datigséition des théorémes et un choix
guant a I'apport des mathématiques dans la formatés éléves quelgues connaissances
ou le développement de ces gestes rationnels de&@epie Platon (1994) décrivait ainsi :

Exerce-toi, pendant que tu es jeune encore, edim@itoi a fond en te livrant & ces exercices
qui aux yeux du grand nombre paraissent étre ume parte de temgs..] sinon la vérité se
dérobera a tes prisds..]. Il ne suffit pas d’examiner dans une question lure étudieLES
CONSEQUENCES QUI DECOULENT DE'HYPOTHESE QUE [LON FAIT « S'il est...», mais il faut
faire de méme deHYPOTHESE CONTRAIRE« S'il n’est pas...» (op. cit135d, 135e-136a).
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L’argumentation pour un éléve citoyen :
un préalable au raisonnement mathématique !

RICHARD PALLASCIO

UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL

RESUME. On peut considérer le développement dasheation a la citoyenneté dans le contexte
d’'activités « de transfert, de contextualisationd@tntégration des apprentissages permettant le
développement des dimensions cognitive, socialgeetonnelle de I'éléve » (CPE, 2004). Nous

pensons que les mathématiques ont un rdle impaattentir dans cet enjeu permettant a I'éleve de
devenir un citoyen actif et responsable. Et cels@aar un apprentissage de I'explicitation et de
'argumentation, des préalables a un raisonnemeathématique plus formel. Le contexte de

I'approche philosophique au sujet des mathématigffes un cadre permettant de favoriser une
éducation a la citoyenneté par les mathématiques.eRemplesont apportés, dans le contexte

d’une telle approche réflexive au sujet des mathiéones.

INTRODUCTION

Selon Audigier (1999)éducation a la citoyennetéomporte des compétences cognitives,
éthiques et sociales. Les compétences d'ordre ttbgrmrtent sur le juridique et le
politique, sur les connaissances (scientifiqueshrtgjues, technologiques) du monde
actuel qui comportent une dimension historique @tucelle, sur des connaissances
procédurales (argumentation, pratique réflexive) nd@me que sur les valeurs et les
principes relatifs aux droits de la personne etaacitoyenneté démocratique. Les
compétences citoyennes d'ordre éthique portent I'sgceptation de la diversité, la
cohésion sociale, la participation critique a l& &t a la délibération démocratiques,
I'équité, I'égalité, la préservation de la vie darplanete et le développement durable.
Quant aux compétences citoyennes d’'ordre socials ent trait au vivre-ensemble, a la
coopération, a I'élaboration et a la réalisation pilejets communs, a la résolution de
conflits selon les principes du droit démocratigiresi qu'a I'intervention dans le débat
public, I'argumentation et le choix en situation.

En juin 2004, la CPE (Commission des programmesudés du Ministére de
I'Education du Québec(MEQ)) adressait au minised’Hducation un avis sur les DGF
(Domaines généraux de formation) dans le nouveagramme de formation de I'école
québécoise, intitulé « Vers un éléve citoyen ».riglatation premiére qui ressortait de cet
avis était de faire de I'’éducation a la citoyenretél conducteur des domaines généraux
de formation (DGF). Les DGF y sont définis « comdtent a la fois des lieux de transfert,
de contextualisation et d’intégration des appreaties permettant le développement des
dimensions cognitive, sociale et personnelle dév&» (CPE, 2004, p. 28).

! Ces DGF portent sur les médias, la santé et kedtie, 'environnement et la consommation, I'otégion
et I'entreprenariat, le vivre-ensemble et la citoyeté.
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L’'EDUCATION A LA CITOYENNETE ET LE ROLE DES MATHEMA  TIQUES

Ce qui relie les DGF officiels inclus dans Rrogramme de formation de I'école
guébécoisg2000), leur fil conducteur, réside dans I'édumata la citoyenneté, ce qui
incitait la CPE a recommander au Ministre de leonreer comme « socle commun
I'éducation a la citoyenneté et comme finalité €ele permettre aux éleves de développer
des compétences citoyennes d’ordre cognitif, éthigusocial » (2004, p. 31). Du coup,
toutes les disciplines sont interpellées et eniqarer les mathématiques. La définition
d’Audigier (1999) fait d’ailleurs une place impanta au développement d’habiletés
argumentatives et a une pratique réflexive, cecqucerne les mathématiques au premier
chef.

Les mathématiques offrent une plate-forme puissgienettant aux éleves de
construire des raisonnements de nature inductiveéductive. Cela semble évident. Mais
il est surprenant d’entendre les arguties d’éléles cycle du secondaire ou du collégial,
ou méme d’étudiants universitaires, ne faisant aeadistinction entre un point de vue
spontané et un argument, peinant a identifier diésres de nature concréte ou abstraite
qui leur permettraient d’établir un argument, refutsles conclusions d’'un raisonnement
fondé sur le « modus ponens » (si A est vrai ét snplique B est vrai, alors B est vrai),
etc. Cette constatation permet de ne pas nous értahnpeu de succes des incursions
didactiques lorsqu’il s’agit de faire construirexatléves des démonstrations formelles, soit
des théorémes fondés sur d’autres théoremes ehesio

La these que nous défendons ici est a I'effet gqgemathématiquesnt un role
important a tenir dans cet enjeu, permettant @&J&lde devenir un citoyen pleinement
actif et responsable (Bednarz, Roulet et Pallagfi60). Et cela passe, selon nous, par un
apprentissage de [I'explicitation (Pallascio, Daniet Mongeau, 2001) et de
'argumentation, des préalables a un raisonnematihhématique plus formel. Le contexte
de I'approche philosophique au sujet des mathémedigPPEM) offre un cadre permettant
de favoriser une éducation a la citoyenneté pamiathématiques. Desxemplessont
apportés, dans le contexte d'une telle approchexieé au sujet des mathématiques.

Des activités en amont, concernant I'argumentatbnle développement d'une
pensée réflexive, semblent nécessaires et comdtitue préalable. Et ces activités
devraient, & notre avis, débuter dés le primaiadigBcio, Daniel et Lafortune, 2004).

EN AMONT : ) )
UNE ARGUMENTATION REFLEXIVE AU SUJET DES MATHEMATIQ UES

« Apprendre et penser sont des activités
toujours situées dans un cadre culturel »
Jérome Bruner

Une équipe anime depuis quelques années un sgenéhtpermettant a des groupes
d’éléves de 10 a 15 ans, donc duc$cle du primaire et du®lcycle du secondaire,

d’interagir autour de questions au sujet des madiigoes (Pallascio, Charbonneau,
Lajoie, 2001). L’objectif est de permettre aux é&ewde construire une argumentation au
sujet de questions pertinentes, afin qu’ils devegrirprogressivement par la les « auteurs »
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de leurs connaissances. Les questions provienneious des €léves ; par exemple : « Le
hasard existe-t-il ? » ou « Peut-on parler de lBeaumt mathématiques ? ». Le role des
animateurs du site est d'élaborer diverses capsutestoriques, mathématiques,
philosophiques, pédagogiques..., afin de suppdeteractivités réflexives des éleves et
également, celles de leurs enseignants.

Les dialogues ameéenent des éléves du stade préif@armpeendre conscience des
concepts mathématiques qu’ils manipulent. En <fimant dans une communication
virtuelle qui les insére dans un contexte de « éoatjve d’'idées », les éléves acquierent
ainsi une perception du constructivisme historiquigavers lequel se sont constitués les
concepts mathématiques. Les groupes virtuels repiest une certaine société pour les
éleves, les messages-synthéses représentantsgiasant alors la réflexivité des groupes
d’éléves entre eux.

Les situations éducatives proposées sont des pus@seractifs ou les éleves ont a
interpréter, poser des hypothéses, réfléchir, paits jugements ; bref, a argumenter de
maniere réflexive (Krummheuer, 2000). L'interactidociale est une composante
nécessaire a tout apprentissage. Les éleves nepésngu’apprendre des éléments de la
culture, ils la créent. L'interaction est ici detur@ argumentative, c'est-a-dire basée sur
une rationalité discursive. lls construisent lewannaissances a travers des débats
philosophiques menés sur des questions mathémstiques questions discutées
proviennent des éléves eux-mémes, mais sont iespdé la culture mathématique et de
son histoire et donnent lieu a diverses recherdoes les résultats sont mis en commun
dans la discussion. Les éléves deviennent ainsimgmres des producteurs actifs de
connaissances et de savoirs, qui sont mis en gaetagéveloppent ainsi chez ces éléves
leur pensée critique, des habiletés d’argumentatiate négociation collective des savoirs
et par la, des habiletés cognitives et métacoggstiles éleves acquierent aussi de facon
concréte et ancrée une perception et une compliéhenis caractere construit des
mathématiques. Enfin, I'échange virtuel est 'odoag’un véritable partage d’'idées dans
un esprit fort semblable a celui qui anime les m&slde communautés scientifiques.

QUELQUES EXEMPLES

Quelques exemples de dialogues entre classes e¥kont permettre de situer le type
d’argumentaires élaborés a la suite d’échanges aleren réflexive, ou des activités
mathématiques ont joué le réle de déclencheurrémigre question porte sur « L’Univers
est-il infini? » et la seconde sur « Le soleil iéplus rond que la terre? »

L'Univers est-il infini ?

La classe A lance le débat (c’est la classe entijgiedécide de ce qu’elle va envoyer
comme message), en invoquant le paradoxe de Zénarrgfléchir sur le fini et I'infini.

Classe A. Bonjour! Quand c'est fini, c'est qu'il y a une fion peut le mesurer. Quand
c'est infini, ¢a ne finit jamais. Par exemple, lsite des nombres entiers est
infinie, car tout nombre a un suivant. Les phildsep grecs ont discuté le
paradoxe d'Achille et la tortue. Achille, qui va fdls plus vite que la tortue
gu'il poursuit, pendant qu'il se rend la ou étaittbrtue, voit la tortue avancer
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le 1/10 de ce chemin. Pendant qu'Achille fait ceitbde chemin, la tortue
parcours le 1/10 de ce bout de chemin. Etc. Ackiimble ne jamais rejoindre
la tortue. Mais on sait qu'il la rejoint et la dépse.

La classe B répond, et y va d'une représentaticagéa pensée créative générative et
interprétative.

Classe B. Selon la théorie du Big Bang, notre univers serat il y a 15 milliards
d'années. Les objets de I'Univers, comme la Tes@pignent les uns des
autres. L'astronome Hubert Reeves, un guébécoistrguaille en France,
prend I'exemple de raisins dans la pate a painstgloignent les uns des autres
pendant la cuisson ! D'autres scientifiques par@mtBig Crunch, ou les objets
de I'Univers, aprés un certain temps, reviendraiestuns sur les autres ! Mais
cela veut-il dire qu'il n'y aurait pas d'autres B&ang ou qu'il n'y en a pas déja
eu d'autres ? Qu'en pensez-vous ?

Réponse de la classe Ane analogie a I'aide de la géométrie sphérique.

Classe A. Bonjour ! Einstein a écrit une théorie disant quenivers était fini mais
illimité ! Pour avoir une idée de qu'il voulait @ on peut prendre comme
exemple la Terre : si on part de Longueuil et guserdirige vers Fursac par le
chemin le plus court, on va se promener sur un gregrcle qui « coupe » la
Terre en deux parties égales. Et si on continugtos dans la méme direction,
on va finir par revenir a notre point de départ bic on pourrait se promener
aussi longtemps qu'on voudrait (illimité), maisciaconférence de la Terre est
finie !

Une activité mathématique

Dans le contexte de ce dernier message, un groépeves du 3 cycle du primaire a
travaillé sur la géométrie de la sphere. Apresagux-ci eurent identifié, a I'aide de regles
flexibles, les segments de grands cercles (ou gapgEs) comme étant les plus courts
chemins entre deux points sur la sphere, un dddémes posés consistait a trouver les
sommes minimale et maximale des angles d’'un «gigasphérique ».
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Le véritable obstacle ne résidait pas dans I'aatiwt de la solution trouvée, a savoir
que les sommes des angles de triangles sphérigeesitsent dans lintervalle
]180° ; 900°[, mais dans la reconnaissance du skd¢oangle sphérique couvrant en
totalité la partie de la sphére extérieure a umpetriangle, tel celui représenté ci-dessus.
En effet, en revenant a la définition d'un triangfghérique et en argumentant entre eux,
les éléves ont pu convenir que cette zone désigaker@ent une région comprise entre
trois segments de géodésiques ou grands cercles.

Le soleil est-il plus rond que la terre ?

Les échanges entre les classes A et B les ont ni@nésDans le cours de ceux-ci s'est
poseée la question de la forme de la terre. LaelAdance alors une hypothése créative.

Classe A. Plus l'astre est gros, plus il y a de l'attractioBur la lune, les astronautes
peuvent faire des sauts plus longs, car il y a s\oi@ gravité. Le soleil est des
milliers de fois plus gros que la terre. Sa gradt#t étre beaucoup plus forte.
Donc, les particules autour du soleil sont plusrédés vers le noyau du soleil. Il
est donc plus rond que la terre.

Laurent a dit que ce n'est peut-étre pas une quesdtiie grosseur, mais de
masse. Une grosse planéte gazeuse comme Jupiteeut&@tre pas une grosse
attraction. Guillaume croit que c'est une combinaigles deux. On va faire des
recherches a ce sujet.

La classe B recherche des critéres pour argumenter.

Classe B. Sur quel critére vous basez-vous pour dire queoleilsa une gravité plus
importante que celle de la terre ? Pourtant, persam'est jamais allé sur le
soleil !

Les scientifiques ont calculé la masse du soleivifen 2 suivi de 27 zéros
tonnes) et pourtant, personne n'a été sur le sol@ih va chercher des
informations sur leur fagon de calculer.

Une déduction plus formelle comme réponse de Issel®, méme si la conclusion est un
peu raccourcie.

Classe A. Uranus a un diametre 4 fois plus grand que la tegtda gravité y est plus
petite. Donc, on ne peut pas dire que plus l'assiegrand, plus I'attraction est
grande.

Saturne a une masse 5 fois plus grande que Nemfe gravité y est plus
petite. Donc, on ne peut pas dire non plus que fdusiasse d'un astre est
grand, plus l'attraction y est grande.

Mars fait un tour sur elle-méme en plus de 24 hgetda gravité est plus petite
gue sur la terre. On ne peut donc pas dire non gl la durée d'un tour a un
rapport avec la gravité.

L'intuition de Guillaume était bonne !
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CONCLUSION

Par cette communication, j'ai tenté de montrer tagprentissage d’une argumentation
sur des questions liées aux mathématiques étairémable a des raisonnements plus
formels a lintérieur d'un registre plus symboliqu#opre aux mathématiques. Un
contexte, celui d’une approche philosophique aatsilg questions mathématiques, permet
aux éleves de développer une argumentation so@aleamcree.
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La didactique du sens commun
pour un retour dans la cité ...

SOPHIE RENE DE COTRET REAL LAROSE

UNIVERSITE DE MONTREAL UNIVERSITE DE MONTREAL

RESUME. Pour Bachelard, il y a le sens commuresptit scientifique. Le plébéien, ou I'hnomme
du peuple, parce qu'il exprime des opinions, n'a @eces a la cité scientifique. Le sens commun
n’en est pas une tare pour autant. Il permet dedpeedes décisions rapides et souvent efficaces. Il
conduit aussi parfois & de mauvaises décisiong-dPeantrainer le sens commun a s’arréter pour
consulter I'esprit scientifique ? Nous postulonsuge prise de conscience collective de nos
illusions cognitives pourrait contribuer a faconnee « clochette de vigilance » qui résonnerait a
la porte de la cité scientifique. La didactiquesgms commun peut-elle aider le citoyen a se munir
d’une telle clochette ? A défaut de tout savoipdalt devenir trés utile de savoir qu'on ne sait pa
tout !

INTRODUCTION

Le sens commun est considéré comme le régissewrdactions quotidiennes. Et, comme
le soulignent Guenancia et Sylvestre, « ...le semsmuan pratique persiste toujours sous
le savoir objectif — pour le savant aussi, le ddeileve et se couche».(2004, p. 6). On
peut penser que c’est simplement le c6té commodette assertion de sens commun qui
fait en sorte que le savant l'utilisera en priogté son savoir scientifique (il sait bien que
c’est la terre qui tourne). Mais il arrive, danstams cas, que des connaissances apprises,
qui seraient pourtant utiles a un geste réfléchisaient pas sollicitées et que ce soient
celles du sens commun, moins pertinentes, qui soiehilisées pour I'action.

Nous avons ainsi constaté, comme beaucoup d’aatf@st nous, que ce n’'est pas
parce qu’'on possede tel savoir utile a la résalutimn probléeme qu’on le mobilisera en
temps opportun. C’est, somme toute, un leitmotinsdiéenseignement que de chercher a
ce que les savoirs scolaires que les éléves apmemuissent étre utilisés dans leurs
actions quotidiennes.

Or, a la lumiére des résultats de nos observatbme récents écrits, nous pensons
qu'il faut poser differemment la question des caossences utilisables et non utilisées.
C’est en termes de sens commun que nous avons deg®ser le probleme, qui pourrait
s’énoncer comme suicomment faire en sorte que, dans le cours de kections de sens
commun, les éleves consultent leur répertoire deisascolaires ?

C’est a cette question que nous voulons nous ata&ans pour autant le dénaturer,
nous pensons qu’il est possible « d’enseigner sess commun a freiner son action pour
qu’éventuellement, il consulte les savoirs scianiiés appris. Un tel enseignement aurait
pour but, en quelque sorte, de munir le sens conufiume « clochette de vigilance » que
le sujet pourrait faire résonner a la porte de savoir scientifique. Plus spécifiquement,
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nous voulons évaluer I'impact et la pertinence d'wstratégie socio-didactique visant
l'introduction d’un réflexe de vigilance dans lensecommun.

Dans cet article, nous présenterons seulement atiee partie de cette stratégie
socio-didactique en nous consacrant surtout au didectique de la stratégie. Le levier
social ne sera que brievement évoqué. Soulignoiik Sagit d’'une étude exploratoire
laguelle nous conduira, nous I'espérons, au dépelmgnt d’'un dispositif expérimental
plus étoffe.

Nous décrirons tout d’abord la problématique deenotcherche de méme que les
principaux éléments du cadre conceptuel sur lesqede repose. Par la suite, la
méthodologie développée sera présentée et seuleart#e didactigue du dispositif
expérimental sera exposée. Quelques résultatsdssostte mise a I'essai seront présentés
et analy?és. Enfin, nous proposons quelgues matidits ou améliorations a apporter au
dispositif-.

PROBLEMATIQUE ET CADRE CONCEPTUEL

Une observation a I'origine de I'étude

Un paguet est formé de cartes ayant toutes uneeldttin coté et un chiffre de l'autre.
Parmi les cartes suivantdd\] [B] [4] [7], lesquelles doit-on absolument retourner pour
vérifier si la régle«S’il y a un A d'un cété, alors il y a un 4 de l'atib> est bien
respectée ? (Wason & Johnson-Laird, 1972). Ce probleme estnb@nnu des
psychologues. Nous l'avons soumis a quelques epria des enseignants de
mathématiques du collégial de méme qu’a des didans des mathématiques. Plusieurs
ont répondu qu'’il faut retourner les cartes [A]4t alors que ce sont plutdt les cartes [A]
et [7] qu'il faut retourner. (Derriere le 4 il peytavoir n'importe quoi, un A ou autre
chose ; mais derriére le 7, il faut s’assurer qui@’est pas un A, puisqu'un 7 derriére un A
contreviendrait a la régle.) Ces résultats nousigsent fort éloquents quant a la non
utilisation d’'un savoir appris — et en principe gbaible — sachant que les sujets
interrogés font de Il'enseignement des mathématiglees profession. Nous nous
attendions a ce que leurs savoirs mathématiquesefsy qu’ils ont bien appris et méme
gu’ils ont peut-étre enseignés, soient mobilisésr pépondre au probleme posé. Ca n'a
pas été le cas. Une prochaine fois, y penseroft-B&rréteront-ils pour consulter leur
savoir mathématique ?

Victimes d’illusions cognitives ?

Comment se fait-il que ces enseignants de mathéuegtin’aient pas mis en ceuvre leur
savoir ? Etaient-ils victimes de ce que certainslifient « d'illusions cognitives » ?
(Piatelli-Palmarini, 1993 ; Bronner, 2003). De tpl®nomeénes ont été décrits notamment
par des psychologues et des sociologues.

! Nous voulons mentionner que certains extraitsedtexte sont repris d’'un autre texte des mémesieute
René de Cotret et Larose (sous presse).
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Les travaux des psychologues Kahneman et Tverskynontré que des personnes
ferrées en statistiques pouvaient commettre lesea@reurs que le citoyen ordinaire face
a des problemes relativement simples mettant en pewr exemple, la taille de
I'échantillon : « It is apparent that sample sizs mo effect whatsover on the subjective
sampling distributions. Independent groups, facéd problems that differ only in sample
size, produce indistinguishable distributiains (1972, p. 439).

En sociologie, Bronner (2003), dans une étude tlasitca évaluer s’il y avait une
corrélation entre le niveau d'étude (la formatiocadémique) et lillusion cognitive,
conclut que «I'erreur cognitive [...] contamine d&dn généralisée nos esprits et que
méme de hautes études scientifiques n’immunisest pas raisonnements a leur
influence. » Des résultats similaires ont été ol#eren didactique de I'économie,
Legardez concluant ainsi une étude sur les repiasmms sociales en économie :

Or, on constate que des savoirs scolaires sont eieeignés et appris, mais qu'ils restent
souvent des savoirs pour I'école et gu'ils sont geexportés » vers les savoirs sociaux
« citoyens ». Il semble que ces deux genres dersamppartiennent a deux mondes qui
coexistent sans que des savoirs scolaires interfer@pidement et directement avec les
savoirs du jeune citoyen(Legardez, 2004, p. 660).

Un probleme d’enseignement

Ces constatations posent un probleme d’enseigneimottant, lequel peut étre formulé
en ces termescomment faire pour que les savoirs scolaires lggegléves apprennent
soient « exportés » dans leur quotidien ? Destieatade réponses ont été apportées, entre
autres par des études en didactique et par I'inttich de programmes d’études formulés
en termes de compétences.

Les études didactiques

Des recherches visant en quelque sorte a prendmrapte les connaissances de sens
commun dans I'apprentissage de savoirs savangét®@menées, notamment en didactiques
des mathématiques et des sciences. Plusieurs chekese sont consacrées a I'étude des
conceptions inadéquates (ou « misconceptions »gl@ees en regard de savoirs donnés.
Ainsi a-t-on développé des situations d’apprentjesgisant a prendre en compte ces

2 « Il apparait que la taille de I'échantillon n‘aspd’effet sur la facon dont les sujets se reptésena
distribution. Des groupes indépendants, confroatées problemes qui different uniquement par letde
I'échantillon, produisent des distributions semi#dab» (Notre traduction). Pour mieux saisir cettée,
penchons-nous sur le probleme suivadhe ville possede deux maternités. L'une granded®bébés en
moyenne naissent par jour, et l'autre petite, otb&bés en moyenne naissent par jour. Chaque joude ou
seuil de 6@%6 de garcons est dépassé, la maternité fait unix ck@ns un carnet. Au bout d’'une année, quelle
maternité aura le plus de croix dans son carneta?petite maternité ? La grande ? Ou bien les deux a
égalité ?A ce probléme, inspiré de Kahneman & Tversky ()9t2epris par Bronner (2003), les sujets des
deux études répondent majoritairement qu’il y agalité entre les deux maternités ou encore, qeereela
plus grande maternité. Seule une minorité des syt I'ordre de 2%), peu importe les groupes testés,
fournit la bonne réponse, soit la plus petite. aillet de I'échantillon ne semble donc pas faireddf&rence

sur I'évaluation de la probabilité dans I'esprisdrijets. Pourtant, on peut comprendre que laepetternité

a plus de chances que la grande de dépasser llels&@ puisqu’'un garcon de plus dans le cas de la petite
maternité fera davantage augmenter le pourcentagelans celui de la grande.

49



& $)')*

conceptions inadéquates (parfois dites erronéeas)ext faire évoluer vers des conceptions
plus proches du savoir savant.

Toutefois, certaines recherches (Legardez 2004nndie 1996, Trésarrieu 2000)
montrent que, méme aprés un apprentissage « g#itfa de savoirs scolaires, les éléves
ne mettent pas nécessairement en oeuvre les saudissont appris dans des problemes
ou ils pourraient pourtant y recourir avec sucdés.reviennent a leurs conceptions
spontanées, ou a leur sens commun, pour résowpEdblemes. Ainsi, un apprentissage
jugé satisfaisant et une certaine compréhensioncdesepts ne semblent pas suffire a
exporterdans le quotidien I'utilisation du savoir scolaaepris.

L’introduction des compétences

L’introduction des compétences dans les curriculténwigne aussi d’'une volonté de faire
en sorte que les savoirs scolaires appris soigmiress vers les savoirs sociaux citoyens.
On veut des apprenants compétents, c’est-a-dir@aeuient utiliser, dans leur quotidien,
les savoirs scolaires qu’ils ont appris. « La vtdotle faire acquérir aux éléves un pouvoir
d’action conduit ainsi a la notion de compétenaguelle est centrale dans le Programme
de formation. » (MEQ 2004, pp. 6-7).

Mais cette volonté ne semble pas suffisante, comens®uligne Perrenoud dans un
article sur le développement des compétenegddéme s’il laisse les spécialistes perplexes
ou suscite leur critique, c’est le sens commungyude les conduites des acteurs [...] »
(Perrenoud, 1995, p. 85). Jusqu'a présent, il sengpie les succes de ces tentatives
d’exportation des savoirs demeurent mitigés enets gjue les concepts, s’ils sont peut-
étre mieux compris, ne sont toujours pas pour aut#disés dans le quotidien.

Qu'il s’agisse de didactiques ou de compétencetgd’ principale est de s’assurer
gue les savoirs scolaires soient utilisés par pesemants. Les recherches auxquelles nous
venons de faire référence ont ceci en commun @s'etherchent a exporter les savoirs
scolaires appris dans les savoirs quotidiens, gsaogefois y parvenir de maniére
satisfaisante. Or, nous proposons d’inverser cetp# vue, de prendre l'autre bout de la
lorgnette, en demandant au sens commun de salllesesavoirs scolaires. En d’autres
termes, nous cherchons un moyen pour que ce seiérle commun qui « importe » les
savoirs scolaires appris.

Un nouveau cadre de référencele sens commun

Plusieurs chercheurs se sont penchés sur la dafindu sens commun. Nous en avons
retenu une, de la sociologue Gueorguieva, qui mauait regrouper plusieurs éléments
importants et assez consensuels : « ... le “sens corhest un savoir intuitif et immédiat
sur ce qui est raisonnable de faire, un savoiresti culturellement acquis au cours de
I'éducation ou de la pratique quotidienne. » (Ggaava, 2002, p. 1). Reprenons quelques
caractéristiques de cette définition.

Le sens communun savoir

Le sens commun comporte des/oirs et des connaissancéscet égard, Gonseth (1993),
dans sa description d'un modele ordinaire du senmsmun, souligne que le sens commun
est un ensemble d’énoncés disponibles a un liawee époque donnés. Et, qu’on regarde
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du coté de I'ethnométhodologie (Schmidt, 1990) ea teprésentations sociales (Jodelet,
2003 ; Moscovici, 2003), on retrouve aussi le sesr®mMun comme une connaissance ou
un savoir en ceuvre dans l'action quotidienne.

Le sens communintuitif, immédiat et... opposé a la science

Le sens commun est un savoituitif et immédiat Toujours selon Gonseth (1993), il se
caractérise notamment par le fait d’étre dichotamig— ce qui est bien, ce qui est mal —
et par le fait d’étre nourri de recettes, de« paépenser » qu’il compare a des proverbes.
Ces «préts-a-penser » s'adaptent au contexte ewepe donc facilement é&tre
contradictoires. Dans telle situation, on dira @eemple que « les contraires s’attirent » et,
dans une autre, on se référera plutot au fait qye e ressemble s’assemble ». On peut
rapprocher ces caractéristiques du c6té immeédiatwetif du sens commun.

Le sens commun permet d’'agir rapidement et ne stabece pas de la lenteur d’'une
rationalité (Berthoz, 2004). On comprend alors poor Bachelard (1938) oppose le
savoir scientifique au savoir de sens commun. Skiprcette séparation était nécessaire
pour permettre la constitution d’un corpus de saveavants. Toutefois, une fois ce corpus
constitué, le sens commun pourra lentement y pujgselques éléments au cours de son
évolution. On constate par exemple que mainternlaest de sens commun de considérer
gue la terre est ronde !

Le sens commurié & 'action

Le sens commun est un savoir généralement liécéidia il ne s’agit pas d’'un savoir de
réflexion, méme si on peut parfois parler de «amiement de sens commun ». C’est un
savoir sur ce quest raisonnable de fair@ein ensemble de prescriptions pour la conduite au
quotidien. Geertz (1983) souligne le caractereiguatdu sens commun. On référera aussi
au sens commun comme au fondement de l'action lsocia encore, comme a un
raisonnement sociologique pratique (Gueorguiev@20

Le sens commurun ensemble de représentations sociales

La définition retenue présente le sens commun coommeavoirculturellement acquid.e
sens commun se développe par la culture et luiedstif. Pour Sylvestre (2004), il s’agit
d'un ensemble de représentations sociales. Selptelprocessus d’acquisition du sens
commun se confond avec celui de la socialisatiodel&t caractérise la représentation
sociale ainsi « C’est une forme de connaissance socialemehbia et partagée, ayant
une visée pratique et concourant a la construatione réalité commune a un ensemble
social. » (Jodelet, 2003, p. 53). Elle ajoute gettecforme de connaissance est également
désignée comme « savoir de sens commun ».

A partir de ces caractéristiques du sens commuyong comment il est possible
d’élaborer une stratégie pour inciter le sens commimporter des savoirs scolaires.

But de la recherche

Puisqu’il semble que ce soit le sens commun quisségnos actions quotidiennes,
lesquelles devraient disposer des meilleurs sapows leur réalisation, nous voulons donc
porter nos efforts directement sur le sens comnim.sait que les didactiques des
disciplines veillent a I'apprentissage de savaiges dans le giron institutionnel et que les
compétences cherchent a les rendre utilisables.n@s, premieres observations et la
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littérature entourant les illusions cognitives namaosduisent a penser qu'’il faudrait peut-
étre plutbt viser a ce que le sens commun solliegesavoirs savants, et tel est notre projet.
Pour ce faire, nous allons tenter d’enseigner wmoisgui s'adresserait au sens commun,
c'est-a-dire d'y introduire un nouveau « prét-agEm». Mais nous ne pouvons
évidemment pas dénaturer le sens commun, puisgeiheure un savoir pratique,
immeédiat, instinctif, construit comme une repréagah sociale et donc, partagé par une
société. Notre stratégie devra donc prendre en tmogs caractéristiques. Notre recherche
vise ainsi deux buts

un bututopique qui est de faire en sorte que le sens commurutten&sprit

scientifique, qu'’il importe le savoir scolaire ajgoyr

un butpratique qui vise a ce que la personne, dans son réleitogen, se

munisse d’'une « clochette de vigilance », en dé&sutnots qu’elle introduise un

doute, une hésitation, par rapport a la validitéale action.

Notre question de recherche est la suivante : corhrpeut-on entrainer le sens
commun a s’arréter rapidement sachant, comme ommEationné, qu'on ne peut le
dénaturer. Le sens commun est immédiat, intuiifpide. Peut-on le faire s’arréter
rapidement, dans I'espoir que cet arrét permetéecansultation du savoir appris ? Quatre

présupposés sous-tendent notre recherche.

1) D’abord il faut que les savoirs visés soientpdigbles chez les sujets de
I'expérience. Pour assurer cette condition, nownawhoisi de nous restreindre
dans un premier temps a quelques savoirs mathéreatignseignés dans les
premiéres années de la scolarité obligatoire.

2) Ensuite, nous admettons qu’il est possible d#renen relation le savoir scolaire
et le savoir de sens commun, de penser a une iatioort

3) Puis, il nous faut aussi admettre que s’ary@ert conduire a une réflexion.

4) Et finalement, que le sens commun peut évolimmme en témoigne par exemple
I'acceptation maintenant assez généralisée d'utesyshéliocentrique.

METHODOLOGIE DE LA RECHERCHE

Conception et mise a I'essai d’'une stratégie soctbeactique

Nous voulons introduire un nouveau « prét a pens#ans le répertoire de sens commun
des éléves « Je pourrais me faire prendre par une illusiogndive ». A terme, nous
souhaitons que ce « prét a penser » conduise éges£h se munir d'une « clochette de
vigilance », c’est-a-dire d’'un détecteur d’illusi@ognitive. Comme nous voulons nous
adresser au sens commun pour lui enseigner unrsaetiie stratégie aura recours a deux
leviers: un levier didactique pour I'enseignement d’un@eet un levier « social » pour
inscrire ce savoir dans le sens commun.

Un levier didactique

La stratégie didactique que nous proposons visgpientissage d’'un premier savoir
(I'existence d'illusions cognitives) puis, la prise conscience que « je » suis victime de
ces illusions, que javais les connaissances p&uondre mieux et enfin, qu’il pourrait en
étre autrement. Pour réaliser ces prises de comsgiaous allons tendre un piége au sens

52



* #"# # ( '

commun par des problémes qui déclenchent de masvaéponses, jugées bonnes avec
certitude par les éleves ; puis nous allons présattexpliquer la faille du raisonnement.
A terme, nous espérons qu'une attitude de vigilaseedéveloppe, au sein de la
communauté étudiée, comme un savoir pratique de semmun, un savoir intuitif et
immeédiat.

Un levier social

Nous voulons faire en sorte que la prise de conseieoit collective pour fournir aux
éléves les moyens de transformer cette expériems@wir de sens commun. Le fait de
proposer ce questionnaire a toute une école devamitourir a provoquer cet effet
collectif. Pour nourrir davantage le processus praptissage du sens commun, nous
proposerons comme projet aux éléves de garder dowiert, et d’essayer de repérer des
illusions cognitives dans leur entourage, qu’'ekesent réellement ou potentiellement
observées. Si une telle vigilance face aux illusioognitives parvient a devenir un projet
de toute I'école, alors les mécanismes de pressioiale positive et de facilitation sociale
(Zajonc, 1965) devraient jouer leur rbéle dans Ipprentissages de sens commun Visés.
Car, tel que le dit Sylvestre, « On peut ainsi a@érer que le processus d’apprentissage et
de transmission du sens commun se confond avect della socialisation, c’est-a-dire
avec lintégration progressive des individus a wodectivité, & ses croyances, a ses
regles [...] » (Sylvestre, 2004, p. 130).

Cette prise en compte de I'espace social et duspdes rapports sociaux sur le
développement, et éventuellement sur l'utilisatituvn nouveau savoir de sens commun,
nous apparait nécessaire.

Description de I'expérimentation

Dans cet article, nous ne présenterons que la premhase de la partie didactique de la
stratégie puisque nous en sommes encore a la chehde piéges, c’est-a-dire d’items
susceptibles de déclencher des illusions cognitildgus avons congu une petite
expérimentation qui a pour but, d’'une part, deetelst fiabilité de quelques pieges (six) et
de quelques leurres (quatre) et d’autre part, sietdes explications qui conduisent a la
prise de conscience des illusions cognitives. lieggs sont des questions auxquelles les
sujets fournissent une réponse fausse tout en égatdtins qu’elle est juste. Ces piéges
visent a déclencher des illusions cognitives. leesres, pour leur part, sont des questions
auxquelles les sujets répondent correctement etaarétude.

Dans cette expérimentation, les éléves doiventadthibbépondre aux dix questions
(voir questionnaire a I’Annexe) puis, une fois qoes les éleves d’'une classe ont répondu
a I'ensemble des questions, ils doivent attribuedegré de certitude a leurs réponses. lls
doivent indiquer par un « C » qu’ils sont certadfesla justesse de la réponse ou par un
«|» gu’ils en sont incertains (nous inspirantcati de Jans et Leclercq, 1999). Nous
pouvons donc obtenir les cas suivantsonne réponse avec certitude, bonne réponse avec
incertitude, mauvaise réponse avec incertitude ativaise réponse avec certitude. Ce
dernier cas, l'illusion cognitive ou méprise graget évidemment celui qui nous intéresse.

Nous avons déterminé quatre criteres auxquels degpondre un item pour étre

qualifi¢ de bon piége il doit mener & une mauvaise réponse (potentidglusion
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cognitive), le sujet doit étre certain que sa ré&eoest bonne (degré de certitude), le sujet
doit avoir par ailleurs les moyens de bien répor(disponibilité des savoirs en jeu) et
enfin, ces conditions doivent étre remplies peudrt@la population (variété des sujets).
Des criteres semblables nous servent a identifreban leurre il méne a une bonne
réponse, le sujet est certain que sa réponse @stebdes réponses sont issues d'une
procédure adéquate et enfin, cela se produit ppari la population.

Nous nous attendons a constater, lors de la paigentdes solutions justes qui
suivra la réalisation du questionnaire, qu'une m§od'éleves sera surprise de s'étre
laissée piéger par certaines questions. Il en massdeux conclusions

1) il existe des illusions cognitives (il ne s'ggts d’accidents individuels) ;

2) je peux facilement en étre victime.

D’autre part, comme les éléves constateront du mé&e quils avaient tous les
savoirs nécessaires pour fournir une réponse adiqle conflit ainsi engendré suscitera
peut-étre le golt de faire quelque chose pour Bvatgtant que possible, de se laisser
berner par des illusions cognitives. C’est cetisgpde conscience collective qui pourra,
éventuellement, selon le dispositif social qui de@tre mis en place, se transformer en
savoir de sens commun et devenir un nouveau @prénser ».

Sujets de I'expérimentation

Afin de répondre autant que possible au quatrieritere, celui de la variété des sujets,
Nnous avons soumis notre questionnaire a une papulaglativement variée, soit trois
classes de niveaux scolaires différents au Québtee classe de®Zecondaire (33 éléves,
13-14 ans) d’'une école publique, une classe®d®dondaire (35 éléves, 15-16 ans) d’'une
école privée et une classe dé année de Cégep (20 éléves, 17-18 ans) en technique
juridique.

Les éleves devaient inscrire, sur une ligne résgeraé cette fin au bas du
qguestionnaire, I'heure a laquelle ils avaient tewnde répondre aux questions (voir
Annexe). Tel que mentionné plus tét, quand tous dEves ont eu complété leur
guestionnaire, nous leur avons demandé d’inscrtét@ de chacune de leur réponse soit
un C pour indiquer gqu’ils étaient certains de shdita, soit un | quand ils s’estimaient
incertains de leur réponse.

QUELQUES RESULTATS

A propos de la fiabilité des pieges et des leurres

Nous avons regroupé les différentes réponses dsnpée les éléves selon quatre
modalité: leur réponse est bonne et ils sont certains dassesse (BC), leur réponse est
bonne mais ils sont incertains de sa justesse (@), réponse est mauvaise et ils sont
incertains de sa justesse (MI) et enfin, leur répoast mauvaise et ils sont certains de sa
justesse (MC). C’est évidemment cette dernieregoai® qui nous intéresse, puisqu’elle
ressort des éventuels pieges qui nous permettmmtédlencher des illusions cognitives.
Une catégorie « Autre » (A) regroupe les réponses rgentrent dans aucune des
catégories précédentes, par exemple quand I'élaveas inscrit son degré de certitude ou
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encore, quand il a donné une réponse dont on nejymgar de la justesse (exépondre
OUI a la question «Y a-t-il plus de chance d’olotem 3 ou un 7 ? »). Rappelons que
nous avons soumis un questionnaire de dix questongrenant quatre leurres et six
pieges, répartis selon I'ordre suivahtL-P-L-P-L-P-P-P-P.

Le tableau suivant présente les résultats obtenuslearres anticipés. Parmi les
quatre leurres testés, deux se sont révélés fiallew question d’'age ét C'est la féte !
En effet, pour ces deux questions, les élevesrestmajoritairement fourni une bonne
réponse avec certitude et ce, de maniere assezaddenpour les trois classes. De plus, il
nous apparait raisonnable de présumer que cesse&paaposent sur des justifications
adéquates.

Titre et n° des questiorjs BC Bl MI MC A
Une question d’'ac! (#1) 82 2 1 2 1
C'est la féte ! (#2) 80 2 3 2 1
On joue aux dés ! (#4 42 19 9 8 10
Loto 6/49 (#6) 30 30 16 4 8

Tableau 1.Compilation des réponses aux questions « lewrres

Pour le probleméJne question d’age lil suffit de pouvoir conclure que si A > B et
B > C, alors A > C (transitivité de la relation ddoe). Le problem&’est la féte ! pour sa
part, peut se résoudre soit par la commutativité,18 = 12" 6, soit en calculant le
nombre total de bouteilles et en divisant par lebie de bouteilles par caisse.

Nous avons été un peu surpris des résultats axxaigres leurre€)n joue aux dés !
etLoto 6/49 Les éléves y ont majoritairement bien réponawtefois, ils ont exprimé une
forte incertitude, notamment pour leur répondeto 6/49 Ce résultat pourrait-il signifier
que les éléves se méfient parfois de leur intuidnrprobabilités, ce qui serait un premier
pas vers la vigilance.

Six questions ont été testées afin d’évaluer letentiel de pieges. Parmi elles, trois
se sont aveérées fiables ; il s'agit ddne balle une priseGrande vente de printempst
Encore des désle tableau suivant présente la compilation de®nggs pour les six
guestions-piéges testées.

Titre et numéro des questions BC BI MI MG A
Une balle une pri¢! (#3) 15 5 8 57 3
Grande vente de printemps ! (#1) 5 2 23 55 1
Encore des dés ! (#10) 4 4 19| 58 3
Les nénuphars (#5) 8 3 48 16 13
Pile ou Face ? (#8) 6 6 45 21 10
Couper les cheveux en quatre... (f9) 5 15 40 25 3

Tableau 2. Compilation des réponses aux questions « pieges »
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Encore ici, on peut dire que les résultats sorezasemblables peu importe la classe
en jeu, les éleves plus vieux ne répondant pasxngea les plus jeunes. Ces six questions
conduisent bien a des réponses majoritairemensdaysnais pour les trois derniéres du
tableau, soites nénupharsPile ou Face %t Couper les cheveux en quatreles éléves
doutent de la justesse de leur réponse. Nous nsapas eu la possibilité d’interroger les
eléves afin de savoir ce qui les conduisait a ¢etertitude. Des entretiens d’explicitation
(Vermersch, 1994) pourraient nous éclairer supltesessus d’invalidation que les éléves
mettent en ceuvre dans ces cas, et ces processusig@uétre mis a profit dans le
développement d’'une clochette de vigilance.

Pour évaluer la potentialité de piége d'un probléme des criteres est la
disponibilité des savoirs en jeu. On peut se demaocomment juger de cette disponibilité.
Il s’agit d’'une question délicate, a laquelle it d#ficile de répondre avec certitude. Dans
notre expérimentation, nous nous sommes appuyédeiw indices pour conclure a la
probable disponibilité des savoirs en jeu. D’'ung,das notions nécessaires a la résolution
des piéges identifiés ont normalement été vuest@as les sujets, si I'on se fie aux
programmes d’étude ; d’autre part, la réactioné@éses lors de la correction, c’est-a-dire
la surprise puis I'admission rapide de l'erreurvgaiide la « déception » de s’étre laissé
prendre, semble témoigner du fait qu’ils avaiergnbice qu'il fallait pour répondre
correctement. Evidemment, ce n'est pas parce guwoonnait la justesse et la pertinence
du raisonnement produit par le professeur qu’'omiaipu le produire soi-méme, aussi les
moyens d’évaluation de ce critere restent-ils dgar.

A propos du temps de réponse

Lors de I'expérimentation, nous avons demandé &weé de noter I'heure a laquelle ils
avaient terminé leur questionnaire, ce qui nousm@ms de calculer le temps pris par
chacun pour répondre a I'ensemble des dix questibiasis espérions ainsi pouvoir
dégager une éventuelle corrélation entre cetteedip@uvant étre un indice de doute ou de
vigilance) et une évaluation adéquate de la justdssla réponse. Nos premiéres analyses
ne nous permettent pas de conclure. D’'une parts navions pas les moyens de mesurer
la durée pour chacune des questions et d’autre lpastule mesure du temps global pour
répondre au questionnaire n'a pas permis de digemsuffisamment pour chacune des
réponses. Par ailleurs, l'interprétation des dups aller dans plusieurs directionsn
eléve peut répondre rapidement parce qu’il saitmeat, ou encore parce qu’il se laisse
piéger ! Il faudra donc raffiner ces données, notamt en cherchant a avoir la durée pour
chacune des questions et peut-étre aussi, en camipf@ar des entretiens d’explicitation
aupres des éleves, afin de savoir a quoi a étéognj temps pris pour répondre.

CONCLUSIONS

Dans la suite de cette recherche, il nous faudravér d’autres pieges et éventuellement,
trouver d’autres modalités de présentation de maresolliciter plus directement le sens
commun et a s'éloigner d'une présentation de tyodage. On peut par exemple penser a
inclure les pieges dans un « récit dont vous &é&etos », c’est-a-dire en un scénario ou le
sujet doit prendre des décisions a diverses e@dyescit, lesquelles décisions influencent
le déroulement de I'histoire. On peut de la ménmgoriapenser & une forme de bande
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dessinée. Nous voulons aussi présenter nos pieges @roupes non scolaires tels un
groupe sportif ou un groupe culturel, comme uneraleoou une troupe de théatre, et ce
afin d’accéder autant que possible aux actiongds sommun.

Enfin, en cherchant a ce que, dans le cours dac@n, le sens commumporte ou
consulte les savoirs scolaires, I'approche adopbéeplete les efforts faits en didactique et
en sciences de I'éducation paxporterles savoirs scolaires appris dans la sphere du sen
commun. Une telle collaboration contribuera peut-& sortir le savoir scolaire de la
« connaissance inutile » décrite par Revel (1988onstruite pour fonctionner grace a la
connaissance, notre civilisation est-elle viablellg refuse de s’en servir ? »
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ANNEXE
Reproduction « comprimée » du questionnaire soumiaux éléeves

Nom (ou surnom) :

1. Une question d’age 'Si Alain est plus vieux que Bernard et que Bedrest plus vieux
gue Claude, Alain est-il plus vieux que Claude ?
Réponse :

2. C’est la féte ! En prévision d’'une féte, vous avez besoin deifsea de 12 petites
bouteilles de jus. Au magasin, il ne reste que chsses de 6 petites bouteilles.
Combien devrez-vous alors acheter de caisses datéspbouteilles ?

Réponse :

3. Une balle une prise 'Un béaton de base-ball et une balle coltent 1di0%otal. Le
baton codte 1$ de plus que la balle. Combien dathelle ? (Kanheman, 2004).
Réponse :
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On joue aux dés En lancant 2 dés, y a-t-il plus de chances d’abtame somme de 3
ou une somme de 7 ?
Réponse :

Les nénupharsDans un lac hypothétique, chaque jour des némspgiiacréent chacun
un autre nénuphar. Le premier jour il y a 1 nénupleasecond jour 2, le troisieme 4...
La dimension du lac est telle qu'au bout de ceantsjosa surface est entierement
recouverte. Au bout de combien de jours la surtbeau libre représente-t-elle encore
la moitié du lac ? (Jacquard, 1998).

Réponse :

Loto 6/49. De tous les tirages de loto 6/49 qu'il y a eufabec, pensez-vous qu'il y
a eu plus souvent un billet gagnant avec les nusnguose suivent ou qui ne se suivent
pas ?

Réponse :

Grande vente de printempsPour attirer la clientéle, un marchand offre unaiakie

20% sur toute sa marchandise. Si la taxe est de @584 plus avantageux pour vous

que celle-ci soit appliquée avant ou apres le sabai
Réponse :

Pile ou Face ?0n vous informe qu’une piéce de monnaie est tragRile a 8 chances
sur 10 de se produire, tandis que Face a 2 chaocel). Quelles prédictions de P et
de F proposez-vous pour les 10 prochains lancé@rsdatvoir la bonne prédiction le
plus souvent possible ?

1* A 3 4 5° 6° 7 8 9° 10°

PouF

9.

Couper les cheveux en 4.Sachant que I'on peut trouver sur une téte unimmamx de
cing cent mille cheveux, que diriez-vous de l'affation suivante : A Montréal, il y a
au moins 2 personnes qui ont le méme nombre desake(Paulos, 1990).

L’affirmation est vraie :

L’affirmation est fausse :

On ne peut le savoir sans le vérifier danddags :

10.Encore des dés Pierre et Marie jouent aux dés. Marie choisit dehifres que I'on

retrouve sur les faces d’'un dé ; 2 et 4 par exenilés, elle lance la paire de dés. A

chaque lancer, Marie parie 1$ qu'une de ces decesfau les deux faces choisies

sortiront. Qui de Marie ou de Pierre a le plus ki@nces de gagner? (Boudon, 1990).
Réponse :

Heure a laquelle j'ai terminé de répondre aux qu&sts :

Merci beaucoup de votre participation !
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Un cadre théorique pour éclairer I'apprentissage de
probabilités a I'école primaire :
vers une prise de décision
a I'égard des jeux de hasard et d’argent

ANNIE SAVARD LUCIE DEBLOIS

UNIVERSITE LAVAL UNIVERSITE LAVAL

«Avec mes gains au casino, je me suis acheté une
casquette de yachtman ; avec mes pertasrgis pu

me payer le bateaw.
Paul Bernard

RESUME. Les jeux de hasard et d’argent constitdestpratiques sociales largement répandues.
Leur popularité croissante auprés des jeunes dewieprobleme social de grande échelle. Cette

problématique peut servir d'ancrage a des appsages mathématiques contextualisés, permettant
de réfléchir de fagon critique a ces activités.cOatexte d’apprentissage met en lumiere tout le

défi de la réforme de I'éducation a contextualides apprentissages scolaires, par la prise en
compte des conceptions sociales et des concemtlasdidactique.

INTRODUCTION

Dans le cadre de cette recherche, nous nous sonmggsssées a l'apprentissage des
probabilités a I'école primaire. Cet apprentissatige le développement d'une pensée
critique envers les jeux de hasard et d’argent.sNegpérons que les éléves puissent prendre
une décision éclairée quant a leur éventuelle gpatiion a des jeux de hasard et d’argent.
Cet article présente donc la problématique d’'umipde vue social et d’'un point de vue
didactique. Nous aborderons en premier lieu lalprobtique sociale des jeux de hasard et
d’argent ainsi que les conceptions des éleves sroes activités, telles que percues par les
chercheurs en psychologie (Ferland et al., 199&nk & Smith, 1989 ; Herman et al.,
1998 ; Langer & Roth, 1975). Nous discuterons d@asig prévention, ce qui nous conduira
a discuter du cours de mathématique.

En second lieu, I'enseignement et I'apprentissaggetobabilités seront situés dans
le contexte scolaire québécois du primaire. Lesceptions des éléves envers les
probabilités seront traitées sous la perspectiveladeecherche en éducation. Nous
présenterons une modélisation ethnomathématiquejucant a jeter un pont entre les
conceptions des éleves du point de vue de la reltbh@&n psychologie et de la recherche en
éducation. Nous terminerons par une breve intrecluacdu savoir mathématique en jeu
les probabilités.
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1. LE PROBLEME D’'UN POINT DE VUE SOCIAL

1.1. Legamblingchez les jeunes

La promotion accrue des jeux de hasard et d’argemdne un intérét grandissant aupres des
jeunes envers ces activités qui sont socialemargpaees (Becona, 1997 ; Ferland, 2002 ;
Jacobs, 2000). Les jeunes ne sont toutefois pgeutsuen mesure d’évaluer les faibles
probabilités de gagner ainsi que les risques imhgra ces jeux, ce qui les rend davantage
prédisposés a l'influence des promotions (Stindthf& Winters, 1998). L’attraction de ces
jeux peut conduire les jeunes a développer une ndigpee entrainant des problemes
personnels et sociaux (Griffiths, 1995). Les jeujseeurs a problémes éprouvent, comme
les adultes, des difficultés personnelles, fan@fakcolaires, |égales ou professionnelles, car
leurs habitudes de jeu les poussent a adopter dlepartements déviants comme le
mensonge et le vol. La consommation de substafimées, I'abus d’alcool, I'absentéisme
scolaire, de faibles résultats académiques etitleléacommettre des délits comme le vol et
le vandalisme constituent quelques-uns des compertes adoptés parmi les adolescents
dépendants du jeu (Chevalier et Allard, 2001 ; Backet al., 2004 ; Fisher, 1992 ; Griffiths
et Wood, 2000 ; Proimos et al., 1998 ; Wintersl.etl®93 ; Wynne et al., 1996). L'initiation
précoce aux jeux de hasard et d'argent augmentéstpses de dépendance a I'adolescence
et a I'age adulte (Gupta & Deverensky, 1998a ; Bac@000 ; Ladouceur et al., 2003 ;
Lesieur & Klein, 1987 ; Winters et al., 1993).

Pour définir I'appellation dg¢eux de hasard et d’argehtnous avons consulté des
travaux de chercheurs en psychologie (Ferland, 20D@douceur, 2000), qui les
définissent comme « [...] une activité dont I'issepose principalement ou totalement sur
le hasard, et implique au préalable une mise irsivie d’argent ou celle d’'un objet de
valeur » (Arseneault et al., 2001). D’autres cheuh (Chevalier et al., 2003) mentionnent
gue cette appellation recouvre «[...] 'ensemble @esx ou des paris sont placés, qu'il
s’agisse de paris sous forme d’argent, d’objetsl’agtions. Ces jeux peuvent étre baseés
purement sur du hasard ou nécessiter certainetetéabd (p. 176). Fait intéressant, ces
chercheurs incluent des actions qui peuvent fatgdt de paris. Le hasard est ici défini
comme « [...] tout évenement imprévu ou imprévistle lequel une personne n’a aucun
pouvoir » (Ladouceur, 2000, p. 165). Il y a done amse irréversible, un objet, de I'argent
ou une action, que I'on peut perdre ou gagnelissue repose en totalité ou en partie sur le
hasard. La notion de hasard impliqgue I'impossibilite prédire (ou de contrdler) avec
certitude l'issue du jeu, méme si ce jeu impliges Habiletés ou de I'adresse de la part des
joueurs, comme certains jeux de cartes.

Gupta et Derevensky (1998b) sont d’avis que cheadi®lescents, le statut de joueur
social, c’est-a-dire qui joue occasionnellementrpsri divertir, se change rapidement en
celui de joueur a probléme, qui joue pour recouges pertes. Apparemment, les jeunes
auraient tendance a développer un intérét gramdigsavers ces activités, ce qui aurait
pour effet d’accroitre la participation et mémeneises. lls se mettent alors a adopter des

! Les chercheurs et les spécialistes des jeux derchas d’'argent utilisent le terme anglgsmbling pour
parler de ces activités. Nous n’avons pas troug§udvalent frangais pour ce mot. Alors qu’en frasgaous
disons jeux de hasard et d’argent, les anglophénestent une distinction entgamblinget gaming.Nous
utiliserons parfois le termgambling puisque ce terme est universellement reconnu.
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comportements de joueurs a problemes (Hardoon .et2@03). Malgré ces résultats
troublants, legamblingchez les jeunes ne semble pas étre une probléradtigs connue,
contrairement aux autres dépendances chez lessjelisemble plutét difficile d’identifier
les adolescents joueurs, car les manifestationgrieytes ne sont pas apparentes,
contrairement a d’'autres types de dépendance cdimsage du tabac, la consommation
d’alcool ou de substances illicites (Lesieur & KIel987). Pourtant, le taux de joueur chez
les adolescents dépasse celui des adolescentsngenf la cigarette, celui des adolescents
qui boivent de l'alcool, et celui des adolescenis @pnsomment des substances illicites
(Gupta & Deverensky, 1998a).

Pour plusieurs chercheurs, le comportement quiistena jouer a des jeux de hasard
et d’argent débute avant I'adolescence, c’est-@-dirant I'age de douze ans (Griffiths,
1995 ; Griffiths & Wood, 2000 ; Gupta & Deverensky998a ; Ladouceur et al., 1994 ;
Tremblay et al., 1998 ; Wynne et al., 1996). Géeénant, les premieres expériences de
gambling chez les enfants tendent & se produire selon irestacirconstances :
l'opportunité et la facilité de parier de petits ments d'argent, le climat et
I'environnement social qui accepte et favoriseddipipation a ces activités, ainsi que des
regles de jeu a la portée de la compréhension mfasite (Jacobs, 2000). Ces activités se
déroulent autour de I'enfant et celui-ci est alorgté a se joindre au groupe de joueurs
(famille et pairs) dans le but de se divertir.

Une importante étude de Ladouceur, Dubé et Bujp@94) réalisée dans la région
de Québec aupres de 1320 éleves de niveau priff@a@el?2 ans), révele que 86% des
éléves ont déja gagé de l'argent et que 37% d’entreont misé un objet important pour
eux. Certains enfants auraient méme gagé de fedesnes pour leur age, alors que
d’autres (plus de 40%) jouent au moins une foissganaine. Les travaux de Felsher et al.
(2004) sur les loteries révelent que I'age moyen elgants jouant aux « gratteux » est de
10 ans, de 11 ans pour les billets de tirage @2dens pour les billets de loteries sportives.
Cette forme de loterie est la plus populaire pdesijeunes de tous les ages et selon leur
degré d’'implication dans les activités gambling(Felsher et al., 2003). Les loteries sont
pour plusieurs jeunes la premiére introduction jgux de hasard et d’argent. Etant donné
que les jeunes se percgoivent comme invulnérablgsieties risques associés aux loteries
sont percus comme négligeables, la popularité lesed, alimentée par la promotion et la
publicité, est tres forte. C’est pourquoi ellessoat pas percues, par les jeunes comme par
les parents, comme des formes giembling mais plutét comme du divertissement. La
disponibilité et I'accessibilité sont des facteargonsidérer. Soulignons que les enfants,
malgré la législation en vigueur, sont capableshBter leurs billets eux-mémes, sans
grandes difficultés. lls connaissent la loi par é®rtissements provenant des publicités
des loteries, publicités qu’ils récitent et recassant en voyant les billets, mais ils croient
que ces avertissements ne concernent pas ces bpietifiquement (Felsher et al., 2004).

1.2. Les conceptions des éleves d’'un point de vueisl

Des chercheurs se sont interrogés sur le phénodiflosions de contréle (Langer & Roth,
1975) chez les enfants, puisque les joueurs adattéss joueurs adolescents essaient de
controler l'issue des jeux de hasard et d’argene Expérimentation conduite par Frank et
Smith (1989), auprés de 66 enfants de 9 a 11 éamslerque les enfants aussi entretiennent
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certaines conceptiohsur l'illusion de controle. L'expérimentation castgit en un jeu de
lancers a pile ou face et elle comprenait 30 ladee jeu était truqué : un tiers des enfants
gagnait dés le début pour perdre vers ladies¢ending un autre tiers perdait des le début
pour gagner vers la finagcending, alors que le dernier tiers vivait une séquenkes p
équilibrée, c’est-a-dire plus aléatoimarfdon). Les enfants qui gagnaient au début de la
séquence de jeu et qui perdaient vers la fin dembalavantage de réponses en lien avec
leurs habiletés que les enfants qui perdaient batdde jeu. Cependant, les deux tiers de
ceux-ci croyaient que la pratique améliorerait leerformance.

Herman et al. (1998) se sont intéressés aux p&sosptles jeunes de 7 a 14 ans
envers les loteries. Les 167 jeunes interrogéslibmréférer les séquences désordonnées a
celles ordonnées (3-4-5-6-7-8), comme d’ailleurs delultes interrogés par Ladouceur
(1994) ou par Holtgraves et Skeel (1992). Cependastplus jeunes avaient tendance a
choisir leurs numéros de facon aléatoire, alors lgseplus vieux choisissaient leurs
numeéros avec soin, afin de « favoriser le hasahd wsaient de stratégies en cherchant des
regles prédictibles, reflétant une illusion de colet Les plus jeunes considéraient chaque
billet comme également chanceux. Des résultatdasmes ont été trouvés par Deverensky
et al. (1996) et par Gupta & Deverensky (1996),eesMes conceptions des jeunes a
I'endroit du hasard. Les plus jeunes reconnaisseriains éléments d’habileté a des jeux
comme le black-jack, la roulette et les machingsus, mais sont d’avis que le hasard est
déterminant. Les jeunes auraient donc une visiams paliste du hasard que les
adolescents.

Une étude inédite sur I'enseignement des probésbilitans une classe de quatrieme
annee, aupres d’éleves de 9 a 10 ans, a été cerghuitDeBlois et Savard (2004). Une
premiére analyse suggere que certains enfantstiguie les faibles chances de gagner a la
loterie sont dues au grand nombre de participams jgu, mais que c’est tout de méme
possible de gagner. Le peu de chance de gagned freamucoup dimportance. Des
guestions sont formulées a I'égard des probabilitesgagner et du nombre de billets
vendus. Concernant les tirages au sort, les entaaitsnt qu’un tirage au sort est juste si
les billets sont d’égales grandeurs. Un billet gend aurait plus de chance d’étre attrapé
lors de la pige.

Un entretien de groupe a été réalisé auprés denfants agés de 9 a 12 ans par
Ferland et al. (1999) sur les jeux de hasard egdid. Le concept dgamblingsemblait
bien compris par eux, mais ils avaient tendanceuldlier la perte financiere comme
conséquence probable, voyant l'activité comme ulyendacile d’obtenir de I'argent et
d’avoir du plaisir. Les paris sportifs semblaienbia la cote de popularité parmi ces

2 La terminologie employée par le domaine de la pslagie cognitive différe un peu de celle utilis@is le
paradigme socioconstructiviste des sciences dedattbn. Sous ce paradigme, les conceptions nepsmnt
erronées, mais plutét alternatives, puisque quaoreeption peut sembler viable selon certains coegect
se révéler inadéquate selon d’autres contextesi Amest-il lors de I'analyse de la productiorrdars chez
les éléves. Pour notre part, nous considéronsdeseptions comme alternatives. Le terme de cormepti
erronées est employé dans ce texte dans le bestlr fidéle aux auteurs qui 'emploient. Notongeselant
que la perspective des chercheurs en psychologikgime que ces conceptions doivent étre corrigéless
que notre perspective implique qu’elles évoluemt.prise en compte de ces différences doit étreeclaar
ces différences se répercutent également au plérod@ogique.
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enfants, alors qu'ils ont affirmé que les jeuneslele 4ge ne jouaient pasjue c'était
plutbt les adolescents qui jouaient. lIs se repr@sent des joueurs excessifs comme un
adulte qui parie a des courses de chevaux ou gq& ¢tans des casinos. Un seul des
participants a mentionné des risques de dépendkiscaptres ne voyant que des aspects
positifs.

1.3. Une nécessaire prévention

La prévention semble étre un moyen adéquat poulireslbs conséquences négatives du jeu
et intervenir avant que les habitudes de jeu nestglllent, d’autant plus que ce probleme
semble réfractaire au traitement (Ladouceur, 19943.chercheurs en psychologie (Jacobs,
1989, 2000 ; Ladouceur, 1994 ; Wynne et al., 1398} d’avis qu'un mouvement préventif
doit intervenir tét, dés I'école primaire en fditertains, dont Gupta & Deverensky (1998a)
ainsi que Korn & Shaffer (1999), croient que ce reyuent de prévention doit posséder son
propre curriculum pour l'élémentaire et pour le @wtaire et que celui-ci pourrait
s’incorporer dans le programme scolaire, soit dagogramme sur la santé, soit celui des
mathématiques.

Shaffer (2003) a fait des recherches auprés del@@&s du secondaire. Ses résultats
suggerent que les éleves davantage intéresséssparathématiques participaient peu aux
activités degambling avaient peu d’amis qui y participaient et peroewvaces activités
comme dangereuses. Ces constatations I'ont amepénsar que les enseignants peuvent
jouer un important réle dans la préventionghmblingchez les jeunes. L'intégration des
éléments de prévention dans le curriculum de piibtésh et de statistiques pourrait
accroitre lintérét des jeunes envers les math@uesi par des thémes de la vie
quotidienne et présenter les activitésgdenblingcomme des activités non pas gagnantes,
mais perdantes. McEvoy (1991) suggére que les messie prévention s’effectuent tot a
I'intérieur du curriculum de mathématique et soiprésentés a petites doses et a chaque
année. L'enseignement des probabilités pourrag @i moment propice de prise de
conscience des faibles probabilités de gagnere€(2003) est d’avis que des discussions
sur le sens des nombres permettraient peut-étrpriseede conscience du fait que jouer de
I'argent appauvrit a long terme. Selon lui, les reode mathématiques présentent un
contexte spécifique pour étudier les jeux de hasdrd’argent, et permettre ainsi de
discuter des conceptions erronées envers les téstide gambling Les enseignants
peuvent intégrer des discussions sur la chanceapéfes cours sur les probabilités et ainsi
envoyer un message social :glEmblingest une activité perdante. En effet, dans toa®s |
activités, la cote est contre le joueur. Les jeudwgent se préparer a perdre a long terme,
c’est pourquoi l'auteur recommande d’encourager jses a penser de facon plus
critique envers ces activités. De plus, il impadtéclairer les enfants sur les piéges que
renferment les différents jeux de hasard et d'argén de « [...] leur permettre de prendre
une décision éclairée quant a une éventuelle paation » (Ferland, 2002, p. 6).
Soulignons d’ailleurs qu’'une meilleure compréhensin hasard fait partie du traitement
des joueurs pathologiques. Cependant, une miseasde g'impose : certains utilisent
justement des connaissances mathématiques pour [ouesffet, il existe sur le marché

% parier n’est pas jouer pour ceux-ci. S'agiraitiine confusion entre les jeuggming et les jeux de hasard
(gambling ?
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des livres et des logiciels informatiques pourjéesgurs, qui choisissent leurs numéros de
loterie en fonction des probabilités et des sigtisis. Ces outils entretiennent la non
reconnaissance de l'indépendance des tours. Eigprene meilleure compréhension du

hasard permettrait peut-étre une prise de consi@mvers ces activités: a savaoir,

I'espérance de gain négative.

En effet, la prise de décision éclairée sur laigiggtion ou non aux jeux de hasard et
d’argent est un des buts que nous poursuivons. Néssons que les jeunes soient plus
critigues envers ces activités. Nous croyons gabstinence est un moyen efficace de
prévenir les problémes de jeu, mais devant la t@gri@ttrait et la popularité des activités
de jeu, il nous semble utopique de croire que lesienfants s’abstiendront de jouer. C’est
pourquoi la prévention se veut aussi axée surdactéon des conséquences négatives du
jeu, c'est-a-dire axée sur le jeu responsable aelémo Ainsi, un enfant peut trés bien
participer a un jeu et se retirer rapidement dpddie. C’est vers cette prise de décision
gue tendent nos interventions comme enseignantehetcheure. La combinaison
d’éléements de I'abstinence et des moyens de réductes conséquences négatives du
gambling peut ainsi accroitre [l'efficacité de la préventi@t se révéler féconde
(Deverensky & Gupta, 2004). Nous désirons que des@gs participent activement a ce
mouvement de prévention en ayant les habiletéa geimission de faire leurs propres
choix concernant leur participation aux activitéggdmbling(Dickson et al., 2004), c’est-
a-dire en pensant de facon critique. C’est pourqumis posons comme question de
recherche : Comment un enseignement qui favorgggpientissage des probabilités ainsi
gue le développement d’'une pensée critique enesrgelix de hasard et d’argent peut-il
influencer la prise de décision envers une éveletpalrticipation a ces activités ?

2. LE PROBLEME D’UN POINT DE VUE DE LA RECHERCHE EN EDUCATION
2.1. Le contexte scolaire québécois de I'enseignarhdes probabilités

Penchons-nous brievement sur le contexte québdedignseignement des probabilités au
primaire, qui est mis de l'avant dans le nouvéaoegramme de formatiomle I'école
guébécoise(2001). L'ancien programme les abordait de facomrmaire : il s'agissait
principalement de vérifier expérimentalement desdmprobabilités connus (intuitivement).
L’enseignement était proposé dans les classesndgieme et de sixieme année. Dans les
faits, les quelques obijectifs associés aux proi@bihe faisaient pas toujours I'objet d'un
enseignement (Caron, 2004). Le nouveau programno@ope un enseignement plus
approfondi et systématique de ce concept et aysalés cycles du primaire, c’est-a-dire dées
la premiére année. Les probabilités font partiesde®irs essentiels de ce programme.

2.2. Les conceptions des éleves d’un point de vueattique

Les travaux de Piaget et Inhelder (1951) sur l'idé&ehasard ont permis de définir le
développement de la pensée probabiliste en trajgeéta la premiere étape (moins de 7
ans), il y a une absence de pensée probabilisténsgique, car I'enfant ne peut faire la
distinction entre un événement certain et un évémemossible. A la deuxiéme étape (entre
7 et 14 ans), il peut faire cette distinction, maidifficulté réside dans la méthodologie pour
dresser tous les cas possibles. C'est le débub dpuantification des probabilités. A la
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troisieme étape (14 ans et plus) I'éleve consteuttoncept deapport, qui est essentiel & la
compréhension des probabilités, et il parvientsegigantifier. Le concept de rapport s’inscrit
a Vlintérieur de [l'organisation mathématique de rittanétique élémentaire: la
proportionnalité (Comin, 2000). Au primaire, lesoportions sont abordées comme une
relation (rapport). Cette relation se veut qualiaau départ pour en venir a I'introduction
des nombres. Selon Comin (2000), la comparaisoplastaisée quand les objets ont une
« qualité  commune (une variable) : « On peut alors leur @ssane "quantité"qui est
I'idée de grandeur (longueur, volume, masse, ..p.»184). Il devient donc possible de
comparer numériquement des objets. En ce qui & dtedi probabilités, la comparaison
constitue I'ancrage de I'évaluation d’'une posgiéili

Notons que les situations proposeées aux éléveBipget et Inhelder (1951) visaient
a connaitre la compréhension des enfants et noopibger un apprentissage. A cet effet,
une vaste étude de Green (1988, cité par Shaughri8?) a permis d’interroger 3000
éleves de 11 a 16 ans pour vérifier les travauxPidget et Inhelder (1951) et pour
connaitre ce qu’ils savent, sur les concepts debgitté et sur le vocabulaire.
L’expérimentation consistait a reprendre certaidehes proposées par Piaget et Inhelder
(1951), notamment avec des billes et des roulditegpérimentation des gouttes de pluie
a eté modifiée en une tache qui ne nécessitaitlpagonnaissances sur les précipitations,
simplifiant ainsi la situation pour les éléves @watro et al., 1998). Green a constaté que :
1) le concept de rapport est essentiel pour unepo&mnsion du concept de
probabilité ;
2) les éléves ont de la difficulté a comprendra ettiliser le vocabulaire associé
aux probabilités comme « certain », « probabldc,;e
3) un enseignement systématique est nécessaire powoplexifier leurs
conceptions de la notion de probabilité.

Fischbein et Schnarch (1997) ont conduit une retlersur des conceptidns
d’éleves, conceptions qu’ils ont appelées erronkesint enquété aupres d’'une centaine
d’éléves, agés entre 10 et 18 ans. Ces élevesghescolarisés, n'avaient pas appris les
probabilités a I'école. De ces éleves, vingt étamm cinquieme année, vingt étaient en
septieme année, vingt étaient en neuvieme annigt &faient en onzieme année et dix-
huit fréequentaient le college. Un questionnaire portant sept questions a été administré a
ces éléve's Chaque question mettait des conceptions en .rélésf résultats montrent que
la représentativité, c’est-a-dire la tendance @amestla probabilité d’'un événement en
tenant compte de la fagon dont il représente cexri@spects de sa population, décroit avec
I'age. La question posée aux €léves consistaiirdemander quelle séquence a la loterie
avait le plus de chance de gagner, entre 1, 2,3,6let 39, 1, 17, 33, 8, 27. Les éléves ont
opté majoritairement pour la seconde séquences glor les deux ont la méme probabilité
de gagner. Une deuxiéme tache proposait d’ideniéieuatriéme lancer d’une séquence
de piles ou faces, et dans laquelle « face » @shaklirois fois. Les résultats montrent que

* Les parenthéses sont de l'auteur.

® Les parenthéses sont de l'auteur.

® Peu de recherches abordent les conceptions dessélédme grande partie des travaux consultés ssistér
saient au développement d’un raisonnement prokgbiit aux intuitions des éleves.

" Des contraintes méthodologiques nous incitenea présenter que quelques-unes.
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les éleves ne tenaient pas compte de l'indépenddexaours et qu'ils cherchaient peut-
étre a égaliser les résultats (50/50). Les autparkent ici des effets trompeurs de la
recension, qui peut étre positive (les chances gloistgrandes d’obtenir pile) ou négative
(les chances sont plus petites d’obtenir pile)rsalgue les chances sont égales. Une
troisieme tache consistait a répondre a la questiomante Suppose qu’une personne
lance deux dés simultanément. Qu’est-ce qui aue @é chances de se produire ? Parmi le
choix de réponse, on retrouvait : A) obtenir 5 etBj obtenir 6 et 6 ; C) les deux ont les
mémes chances ; D) autres réponses. Majoritairestece, dans tous les groupes d’age,
les éléves ont répondu que les chances étaierdseghirs qu’il y a plus de probabilités
d’obtenir 5 et 6 (2 chances sur 36). Il semble dgravoir ici une confusion entre un
événement simple et un évenement composé. Cepetglananque de clarté de la tache
en lien avec les réponses proposées peut avoineinaidence sur les résultats. Ainsi, les
éléves ayant répondu « autres réponses » ont domnééponse correcte selon rbuk
devient donc intéressant de comparer les concepties éleves d’'un point de vue de la
didactique et les conceptions des éléves d'un pdéntvue social. Pour ce faire, nous
utiliserons une modeélisation issue du courant ettatbématique.

3. UN MODELE ETHNOMATHEMATIQUE

Les mathématiques sont une activité humaine et pieivent étre percues comme un outil
d’analyse des questions sociales et politiques.oGgtt d’analyse permet le développement
d'une pensée critique envers des phénomeénes soeiagolitiques (Mukhopadhyay &
Greer, 2001). Cette posture implique que ce quimgstde I'avant en mathématiques est
culturellement déterminé et qu’en ce sens, uneestetion est possible. Cependant, une
vision contraire est plutdt répandue dans les s&giéccidentales : celle de mathématiques
constituées de calculs et de formules appelantrépsnses exactes et infaillibles, ne
devenant par le fait méme accessibles qu'aux exmaEtlement. Elles deviennent alors
meécaniques, détachées, sans émotions, figéesesettncontestables, sans lien aucun avec
les aspects de la vie quotidienne.

Opposés a cette perspective, Mukhopadhyay et G286d) soutiennent plutét que
les aspects de la vie quotidienne doivent étredie les formalisations mathématiques,
car a travers les mathématiques, on tente de cowhgrde monde. C’est pourquoi ces
auteurs ont élaboré un modele ethnomathématiquegettg un pont entre des aspects du
monde physique et social et les mathématiques, @pmeemble de structures formelles
(a set of formal structuje Les conceptions, d'un point de vue social, emfant ce pont
pour se mettre ainsi sur un méme plan que les ptinos d’'un point de vue didactique.
Dés le départ, des aspects étudiés provenant candeméel $sont quantifiés avant d’étre
modélisés sous une forme mathématique. La modélisahplique la prise en compte des
relations entre les variables quantifiees. Desguares mathématiques sont utilisées pour
arriver a un résultat, qui sera ensuite interpeétvalué dans le contexte étudié, permettant
une réflexion critique sur le processus ainsi gudesphénomeéne étudié.

8 Un effet du contrat didactique ?

° Les auteurs de ce modéle utilisent le terme Ealit monde réel. Nous considérons que la « réakist
construite et interprétée par les individus selame& organisation de leur vision » (Fourez etl#97), c’est
pourquoi nous préférons utiliser des guillemetsr@ouployer cette expression.
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lllustrons une utilisation possible de ce modélknetmathématique a l'aide de
I'enseignement des probabilités au primaire. Letexte sociopolitique, qui emboite le
contexte socioculturel, englobe un plus haut nivéaumodélisation. Il incorpore les buts
poursuivis par I'enseignant ainsi que les ressaudigponibles dans le milieu. En outre,
I'enseignant demeure critique face au modele. Lgs poursuivis par celui-la pourraient
étre I'apprentissage des probabilités comme carttab au développement d’'une pensée
critique, dans le contexte de la problématique ¢msx de hasard et d'argent.
L’emboitement proposé conduit a positionner laagitun d’enseignement/apprentissage
dans un contexte socioculturel. Ce contexte englobeontexte mathématique. Prenons
I'exemple d’'un jeu de dés. La modélisation mathéguoiat pourrait alors correspondre aux
probabilités. Les résultats obtenus lors d'une asitim d’enseignement/apprentissage
pourraient étre interprétés et évalués a la lundereertaines caractéristiques des jeux de
hasard et d’argent, favorisant ainsi le développgnd&ine pensée critique. Les résultats
obtenus seraient alimentés par la prise en comptmdtexte socioculturel, c’est-a-dire la
promotion de ces jeux et leurs conséquences pessildans cette perspective, la
compréhension du contexte et l'interprétation désultats mathématiques élargissent
I'interprétation mathématique et montrent les mathques comme une activité humaine.
Les mathématiques et les jeux de hasard sont atmiglement situés et peuvent étre
discutés et critiqués. La figure 1 illustre 'emigoiient proposé par les auteurs :

Modele P Résultats du
) . Dérivation —me— N
mathématique modeéle
‘ Contexte cognitif
restreint
«purement
mathématique»
Modélisation Interprétation

Aspects étudiés . . Implication
P o ==8— Evaluation —— P A
de la réalité des résultats

Processus de modélisation
a l'intérieur du contexte
socioculturel

Contexte sociopolitique de
la modélisation

Figure 1 Perspectives d’'une modélisation des mathématisgaaires
(Mukhopadhyay et Greer, 2001)
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CONCLUSION

Ce projet de recherche s’ancre dans une perspectorale problématique. Nous constatons
gue les conceptions des éleves envers les acti@amblingtelles que percues par les
chercheurs en psychologie présentent une adéquatemncelles percues par les chercheurs
en éducation. Dans ce contexte théorique, il noppamait pertinent d’aborder
'apprentissage des probabilités via des misestaat®n de certaines activités de jeux de
hasard, puisque nous voulons savoir comment uriggreseent qui favorise I'apprentissage
des probabilités ainsi que le développement d’'weres@e critigue envers les jeux de hasard
et d’argent peut influencer la prise de décisiovees une éventuelle participation a de telles
activités. Un pont est créé entre les mathématjqg@ame moyen pour donner un sens aux
aspects du monde physique et social, et les matltgraa comme ensemble de structures
formelles & set of formal structuje
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Raisonnements sous-jacents
a la construction de cases rectangulaires
par des paysans Siamous au Burkina Faso

KALIFA TRAORE

UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL

RESUME. L’enseignement et I'apprentissage des madkiues au Burkina Faso connaissent
d’énormes difficultés si I'on en croit les échecassifs des éléves dans cette discipline. Les
mathématiques telles gu'approchées dans les proggamd’études du Burkina Faso sont
inadaptées aux besoins de la population (Actes élats généraux de I'éducation, 1994 ;
MESSRS / MEBA, 2004). Elles sont percues comme mnaiere difficile, voire inaccessible
(Sawadogo, 2000 ; Traoré, 2002). Pourtant, la sbtiérkinabé est confrontée dans son quotidien
a des situations de vie qui convoquent pour étegtédrs, des ressources mathématiques
(commercialisation, vente, achat, partage de ptedemnstructions d’habitations, etc.).

Dans la présente communication, nous nous intémesso la construction de cases
rectangulaires par les Siamous au Burkina Fasopas interrogeant sur les raisonnements utilisés
par les paysans analphabétes qui participent &ctstruction, et qui ne connaissent a priori pas
les propriétés ou caractéristiques du rectangldugorisme a base rectangulaire.

Dans une approche ethnographique, nous tenton®rdprendre le sens que donnent les
acteurs engagés dans ces pratiques a leur activneede mettre en évidence les connaissances
mathématiques mobilisées dans la construction aessc Comment s’y prennent-ils pour aborder
cette construction ? Quels savoirs sont ici madslidans I'action de maniéere implicite ? Il s’agira
donc pour nous d'expliciter les ressources mathiéoned, telles qu’elles s’utilisent au quotidien
dans cette pratique. Nous avons assisté a I'imgtiant et a la construction d’'une telle case par des
paysans (qui ne connaissent ni régles graduéesnmas, ni équerre). A 'aide d’'une corde, les
paysans déterminent la base de la case (en Iantyaga tenant compte de plusieurs contraintes
explicites et implicites. L'analyse du processuapgrentissage de la pratique que nous avons
observée, nous amene a voir 'apprentissage ddgmatiques comme une pratique sociale dans
cette communauté. Nos observations nous permetieentonclure que la base de la case est
effectivement rectangulaire. Nous présentons lissmaements mathématiques sous-jacents a cette
activité, qui nous conduisent a cette conclusion.
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INTRODUCTION

La société burkinabé est confrontée dans son deotid des situations de vie —
commercialisation de produits agricoles, venteagcpartage de produits, constructions
d’habitats, etc. — qui pour étre traitées, nécessites ressources mathématiques (Traoré,
2005). Dans la présente communication, nous anatyda construction de cases
rectangulaires par des paysans Siamous analphahetgrkina Faso, qui ne connaissent
pas a priori les propriétés ou caractéristiques rectangle ou du prisme a base
rectangulaire au sens scolaire : comment s’y prarAfepour aborder cette construction ?
Quels savoirs ont-ils mobilisés dans l'action denige implicite ? Pour mieux
comprendre I'analyse de cette pratiqgue, nous dégsivd’abord le contexte général dans
lequel celle-ci est mise en ceuvre. Apres avoirgmsnotre objectif et la méthodologie,
nous analysons l'organisation de la construction cses. Nous explicitons ensuite les
procédures utilisées et les raisonnements soustg@peur tracer la base rectangulaire de
la case.

CONTEXTE GENERAL

L'étude se situe dans le cadre de notre recherobtomle qui porte sur les pratiques
mathématiques construites en contexte par les Simrao Burkina Faso. Le Siamou est
une des nombreuses ethnies du Burkina Faso. L&tatoaditionnel des Siamous est la
case (cases rondes pour les femmes et cases rdateggypour les hommes).

Dans cette communauté, les travaux de construa&s cases commencent en
général a partir du mois de décembre (fin des platedébut de la saison seche) et sont
considérés comme des travaux de garcons. Les femoméshargées d’approvisionner le
chantier en eau et de faire la cuisine pour lesuast Nous avons compris a la suite d’'un
entretien avec des acteurs que les femmes s’o@niie la chape et du décor intérieur de
la case.

La case a construire prend place dans
un enceinte appelée « concession ou
cours», oU s'exercent certaines
contraintes en terme despace
(existence d’autres cases ou de
maison, espace a prévoir pour la
toiture et celle des cases voisines,
espace a prévoir pour la circulation
des personnes et des biens, etc.).
L’implantation d'une case rectan-
gulaire demande donc plus que de
simplement  savoir tracer un
rectangle, puisqu’il faut tenir compte
de toutes ces contraintes pour déterminer d’atlewrdiimensions et ensuite, tracer la base.

T 3 = < f

3. ==

Case rectangulaire dans une concessi

! Une concessionou cours est le lieu d’habitation d'une grande famille (ifienélargie), constitué de
plusieurs cases, de maisons modernes, de grediespaces réservés pour certaines coutumes, etc.
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OBJECTIF ET METHODOLOGIE

Il s’agit pour nous de comprendre du point de ve acteurs, comment ceux-ci procédent
pour construire des cases dont la base semblengedtsire alors que ces acteurs ne
connaissent ni équerre, ni compas. Notre rechepcine sur des pratiques sociales en
milieu naturel, au cceur de la vie quotidienne. gaosture interprétative s'impose donc a
nous pour cette recherche. L’ethnographie (Woo@991 Goetz & Lecompte, 1984 ;
Berthier, 1996 ; Ghasarian, 2002) nous parait laumiindiquée pour rendre compte de
maniere détaillée des ressources mathématiquiss tpl’elles s’utilisent dans la pratique
quotidienne, et pour mettre en évidence le sendeyuedonnent les acteurs engagés dans
ces pratiques.

Nous avons observé la construction d’'une case ngalaire par des paysans. La
pratique a été filmée, un entretien a posterioétea réalisé avec deux acteurs que nous
avons considéré comme étant les plus impliquésitiégen qui s’'est déroulé aprés que le
chercheur ait visualisé I'enregistrement de laigua, a aussi été enregistré. Tous les
enregistrements ont été traduits et transcrits. damées sont issues de deux modes de
collectes :

observation, avec des questions d’explicitatiorctite ;
entretien d’explicitation (Vermersch, 2000) a pastg avec les deux acteurs les
plus impliqués dans la détermination de la baseamngulaire de la case.
Les données sont recueillies en situation réelte dautres termes, la construction que
nous avons observée était prévue et programmépandamment de notre recherche.

Nous avons été accompagné pendant toute la cteeiletdonnées sur le terrain par
deux paysans qui ont pris une part active a latogct®on de la case. La présence a nos
cOtés de ces deux personnes avait pour but dergades réticences éventuelles des
acteurs aux enregistrements. Elle permettait @i@senforcer et de maintenir la confiance
entre chercheur et participants a la recherche.

Nous avons choisi d’'observer une construction guagsait dans une grande famille.
Tous les garcons agés d’au moins huit ans étampliqués dans la pratique. Ce choix
nous permettait de voir comment s’organise la cangbn d’'une case, en tant que
pratique sociale. Il nous permettait égalementateprendre le processus d’apprentissage
sous-jacent a cette pratique. Avant d’analyserréssources mathématiques mobilisées
dans cette pratique, examinons d’abord I'orgarosatle la construction de la case telle
qgue nous l'avons observée.

ORGANISATION DE LA CONSTRUCTION DE LA CASE

Avant le jour méme de la construction, il y a teutravail de confection et de ramassage
des briques, de terrassement et accumulationteeréa(qui sera transformée en baf@n
amont de la pratique de construction. Tout ce tr@gh du ressort des plus jeunegest la
gue commence l'apprentissage de la constructiomcasss.

2 Banco est de la boue pétrie qu’on utilise comnire jsomme le ciment) & mettre entre les briques.
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Comme il en a été le cas lors de notre observal@nacteurs impliqués dans la

pratique pourraient étre regroupés, le jour defestruction, de la maniere suivante :

Le groupe 1 (niveau 1), constitué de 6 personngsscéleves (les plus jeunes), est
chargé du pétrissage et du transport des briqués &anco. Le plus agé de ce
groupe (seul éleve du secondaire et le plus seélaes acteurs) est a cheval sur le
groupe 1 dont il est le responsable et sur le gg@ymlont il aspire a étre membre.
Le groupe 2 (niveau 2), constitué de 2 personnetesodeux analphabétes (plus
ageées que ceux du groupe 1), est chargé de I'étaladhanco sur le mur et de la
pose des briques sur le mur. Un élément de ce gr@yuye je croyais étre le plus
age lors de I'observation, mais les entretienssagpimri me révéleront le contraire)
a participé activement aux travaux du troisiemeigeo

Le groupe 3 (niveau 3), formé d'une personne (lasphgée parmi ceux qui
interviennent directement dans la construction),esti le « chef de chantier ». Il a
effectué les mesures pour l'implantation avec lidpp’'un des paysans qui
accompagnait le chercheur et qui semblait plus raxeété que le «chef de
chantier », notamment dans la détermination dase lde la case rectangulaire.

Comme on le voit est ici en jeu, dans cette pratiqune véritable « mini-société ».

Les groupes ci-dessus pourraient étre vus comme ndesaux dans le processus
d’apprentissage, I'apprentissage consistant a @rategy niveau (participation périphérique
légitime, Lave & Wenger, 1991). Le passage d’ureaiva un autre ne se fait pas de fagon

linéaire.
1% niveau ; 6 personnes 2° niveau ; 2 personnes :
(les plus jeunes) : ' .—1 Construction (étalage du
Matériau de construction banco et pose des briques)

3° niveau; une personne, la pl
ageée du groupe, qui se fait ai
par les acteurs duf Riveau :
Mesure et implantation

Nous nous intéressons davantage aux travauXx divéau car c’est a ce niveau que la base
est tracée. De plus, il correspond a la fin du @seas d’'apprentissage. Le fonctionnement
de la mini-société impliquée dans les travaux destraction pourrait étre schématisé de la
maniere suivante :
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Travaux en amont de la
\\\\\\ construction fabrication
des briques, transport de
la terre et des briques sur|
le futur chantier.

|
i Les femmes
. k

e | 1% groupe : ,
I 5 personnes plus;
personne un « chef de

|
!
|
nayant | groupe », plus
l
|

Préparation du banco,
transport des briques

impliqués, plus P1. / base de la case.

pas agé que les cinqg ;
grandi au | autres | et du banco.
Vilage. TP =
................. O
P
_______ i 2° groupe : deux : - B
! o | personnes plus | Etalage du l_)anco et S
g | agées que le ch | pose des briques. E
! ! | H R
! ! . du I groupe.
B L grodpe._ 4 v
<€ :
B v - T
: ! | 3 groupe : une | / |
LEJ . personne, leplusagé; /| patermination des | O
‘R de tous les acteurs : —p{ dimensions etdela| N
i D
- : |
|

i P2 I/ Entretien en
. = cours d'action

P1 et P2 sont les deux paysans qui accompagnen¢teheur

Schématisation du fonctionnement de la mini-sogré@iquée dans la construction

ANALYSE DES PROCEDURES UTILISEES

La case prend place dans une concession (lieu biiehane grande famille). Son
implantation tient compte nécessairement de plusieontraintes et facteurs dont les plus
importants sontespace a prévoir pour la confection de la toitleda case a construire en
prenant en compte celles des cases voisines eestagspace pour la circulation des
personnes et des biens. Les dimensions de la oasel@anc déterminées en lien avec ces
éléments et bien sdr, avec ce qui est a prévoir patilisation future de la case. Dans le

hY

cas de la case rectangulaire, on sait qu’il s'ajitne chambre a coucher. C’est
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certainement a cause de tous ces facteurs quel' clamisation du travail, I'implantation
de la case (détermination des dimensions, tracéee lolese, pose des premieres briques) est
assurée par les acteurs les plus expérimentés.

La détermination des dimensions

Des observations et des entretiens, il ressorti@gidimensions sont déterminées d’abord
de facon provisoire, s’il y a lieu en comparaisae@celles d’'une case existante (en
prenant les dimensions de la case existante avecarde ; selon qu’on veut une case plus
grande ou plus petite, on augmentera ou diminwesaiimensions sur la corde). Avant de
décider si I'on veut une case plus grande ou paisep la question de I'espace disponible
doit étre déja résolue par les acteurs du nivediue3t évident par exemple que si I'espace
disponible est insuffisant pour construire une cdse mémes dimensions que celle
existante, ils n’envisageront jamais de constraicet endroit une case plus grande. Dans
ce milieu, lorsqu’on parle d’espace pour construire’agit d’'un espace qui tient compte
de toutes les contraintes énumérées précédemmeitdi. % extrait des verbatims de
I'entretien a posteriori.

Chercheur.Quand méme jai vu comment vous avez mesuré la, es$-ce que vous
pouvez me dire les différentes étapes que vouszsuliai regardé le film. J'ai ma
petite idée. C’est pour que chacun se rappelleeuwn p

Acteur 1.Petit frére voici la parole. Pour la case rectatajte, c’est toujours plus facile
de déterminer les dimensions a partir de cellesnd’'gase existante. On mesure la
longueur de la case existante avec une corde. Sieoh une case plus grande, on
augmente la longueur, si on veut une plus petitedininue. Si on a la longueur
voulue, on la reporte sur I'endroit ou on veut doase la case, en marquant sur le
sol les extrémités. A partir d’un de ces pointsy@porte une largeur (en diminuant
la longueur) si on veut une case rectangulaire adohgueur si on veut une case
« carrée ».

ChercheurJe crois avoir compris cette partie. L’autre jogwand vous avez marqué les 4
coins de la case, vous avez dit que la case seopitgrande.

Acteur 1.0ui.

ChercheurVous l'avez diminuée.

Acteur 1.0ui.

La principale raison avancée pour faire cette diiam des dimensions de la case est
linsuffisance de I'espace restant pour la toitues effet, les toits se confectionnent a
méme le sol et sont transportés ensuite sur lacasmrnée. Ce qui oblige a disposer d’'un
espace suffisant (plus grand que l'aire de la bdaa} le voisinage immédiat de la case.
Supposons les dimensions déterminées (la longuelar largeur sont marquées sur une
corde) tenant compte de toutes les contraintegpddrra alors passer a I'étape suivante qui
est le tracé de la base.

L'implantation de la case (tracé de la base rectandaire)

Nos observations et entretiens avec les acteurs peumettent de comprendre les
démarches suivies par les acteurs pour traceinates extérieures de la future case. Le
positionnement de la case, apres la déterminatosed dimensions, tient compte d’autres
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éléments comme le passage pour les femmes quichenther de I'eau, I'espace pour la
confection de la toiture, I'espace occupé pardiegres des cases voisines, etc.

Dans l'extrait des verbatims de I'entretien a poste précédent, I'acteur 1 nous
indiquait déja comment il obtenait les trois cofpsovisoires) de la case. L’extrait suivant
montre la suite des démarches suivies pour tradeside de la case.

Acteur 1.Dans un premier temps, les coins qu’'on détermarg provisoires. C’est pour
ca gu'on met seulement une marque sur le sol on bieenfonce Iégérement les
clous, pour pouvoir les déplacer aprés. On essaid@erminer ensuite |€ 4oin de
telle sorte que les « cotés opposes » soient eégzagt a ce niveau que jai surtout
besoin de l'appui des autres. Ca c'est difficilefadre seul. Apres ¢a, c'est la
détermination des coins définitifs. La on mesusedmgonales. Elles doivent avoir
la méme longueur. Si ce n'est pas le cas, on jauées coins pour que ¢a Soit ainsi.

Chercheur.Mais en ce temps, est-ce que les cotés oppos@sntatgujours la méme
longueur ?

Acteur 1.En principe oui, avec des gens qui connaisseliralail. De toutes facons, on
vérifie toujours une deuxieme fois avant de fix@initivement les coins. La bas, on
prend tout le temps parce s’il y a une erreur déas mesures, tout le travail que
vous aurez fait est inutile. Vous allez casseréorent la case.

ChercheurPourquoi vous mesurer les diagonales ?

Acteur 2.C’est pour que la case ne soit pas « aplatie >falit que les 4 coins aient la
méme largeur.

Chercheur(ll dessine un parallélogramme non rectangle ettreaam des angles obtuS)
c’est comme c¢a, est-ce que la case est aplatievdiBugue ce coin est large, la.

Acteur 2. Mais oui. Dans le sens que moi je dis, en tout cast aplati. Les 4 coins
doivent étre pareils. C’est pour cela qu’il fautegles diagonales aient la méme
longueur.

Acteur 1.Attends voir ce tu as fait la. Tu vois ce coinlagge, forcément lui la est aussi
large et les deux autres seront petits. Les cojm@osés vont toujours ensembles.
Méme quand on pose les briques, on tient compta.de

Cet extrait nous montre comment ces paysans trdaebase. lls justifient leur
démarche. Pour ne pas avoir une case « aplatés>didgonales doivent avoir la méme
longueur. Les paysans sont conscients que les magggjouent le réle le plus important
dans la réussite de la construction d’'une casamgataire. lls font bien sir le lien entre
« les diagonales ont méme longueur » et « les amihda méme largeur » (les 4 angles
sont égaux).
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Mesures des diagonalegur I'image, on voit la corde qui fait le toursdguatre coins).

Nos observations montrent que les limites extéeeute la case sont matérialisées
par une corde, qui accompagnera la constructiajujada fin ; ce qui permet de conserver
les dimensions d’'une couche de briques a une autre.

Reprenons avec le vocabulaire des mathématiqueselles ce que nous avons
observé et les informations fournies par les astelues démarches suivies pour tracer la
base rectangulaire, connaissant la longueet la largeud (nous faisons abstraction de
toutes les contraintes signalées précédemment, m@aisons en quelque sorte le
probléme) pourraient se synthétiser de la facovesie.

Deux pointsA et B sont placés de sorte g8 =L, un 3 pointC (non aligné avea
et B) est placé a une distanta@le B (les acteurs appellent aussi bien les angles egie |
sommets de la base les « coins » de la case).®Uhoidt D est trouvé aprés plusieurs
essais, ou I'on cherche a av@ib =L etAD =1|. Autrement dit, étant donné trois poiis
B et C placés dans les conditions ci-dessus, la preraiegee consiste a trouver un pdnt
tel que le quadrilatereABCD ait les cbtés opposés égauRBCD est donc un
parallélogramme). Une corde fait le tour du quatiile ainsi obtenu et chaque coin est
représenté sur cette corde. Le repérage des coinls €£orde assure I'égalité des cotés
opposeés lors du déplacement d’un point.

Les diagonales sont ensuite mesurées et doivent évoméme longueur, en
déplacant au besoin les poi@®tD pour que les angles soient égales 4 coins doivent
étre pareils. C’est pour ca qu’il faut que les diegles aient la méme longueutapres
'acteur 2. On peut remarquer que les acteurs pad@angles égaux (de « coins » égaux),
et non d’angles droits.

La pose des briques

Nos observations nous permettent de penser quen&e forme de symétrie des « coins
opposés » et des cbtés opposés guide les paysdraittong de la construction. C'est ce
qui est exprimé par I'acteur 1Les coins opposes vont toujours ensembles. Méaredqu

on pose les briques, on tient compte de ¢a.
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L'affrmation  «les  coins
opposés vont toujours
ensemble » est vraie pour
n'importe quel quadrilatere
dont les cotés opposés sont
€gaux, selon les acteurs. Ce qui
correspond a [l'égalité des
angles opposés dans un
parallélogramme.

Pour les paysans leoins ont
une importance capitale dans la
réussite de la construction.

e . -
Disposition des premiéres briques apres le tracé da base

Acteur 2.A ce niveau, on a la dimension extérieure de ksec&t on garde cette corde
jusqu’a la fin de la construction. Comme c¢a on &8t que les cbtés opposes sont
égaux d’'une couche a l'autre. Nous, on est augsgsé la case ne sera pas aplatie.
Mais pour quelgu'un qui doute, il peut aussi s’assuque les diagonales sont
egales. Dans la construction on commence toujouex des briques des coins. On
fait ensuite monter la corde. S'il y a des chosesdiesser on les redresse avant de
commencer a placer les autres briques.

ChercheurQu’est-ce que tu veux dire par des choses a redres

Acteur 2.1l faut que les briques des coins soient bien esg#ur que la case soit bien
construite. Si il y a des erreurs de constructiganyient toujours des coins.

ChercheurAh bon ! C’est si important que ¢a ?

Acteur 2.Si quelqu’un sait placer les briques du coin agitsonstruire. C’est pour ¢a que
lorsque quelgqu’un quitte le groupe des enfantetroence la construction, quand il
place les briques d'un coin, il va demander a unéaitle venir voir avant de
continuer.

ChercheurOn commence toujours par les briques des coins ?

Acteur 2.0ui. Et ¢a c’est sans la corde. C’est quand oimade bien placer les briques
des coins qu'on fait remonter la corde au niveauce¢te couche. Et les autres

briques seront placées tout au long de la corde.chede doit toucher toutes les
briques.

Tout au long de la construction les acteurs dispiode moyens de contréle pour
s’assurer d’'un maintien de la forme rectangulangifier que les diagonales ont toujours
la méme longueur) et des dimensions de la case{@mai la corde sur laquelle la position
de chaque coin est marquée). D’apres tout ce @depde, nous pouvons affirmer que la
base des cases est effectivement rectangulairggyeaile forme un quadrilatére qui a ses
cOtés opposés egaux et ses diagonales égales.
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CONCLUSION

La participation de tous les garcons de la fammbbeis indique que I'apprentissage de la
construction des cases fait partie de la formatiorcitoyen dans cette communauté. C’est
une pratique que tout «ancien » est sensé coanditn construction des cases
rectangulaires mobilise des connaissances matlgameati Son organisation fait référence
a une certaine organisation sociale de la comménaiamou, ou les mathématiques sont
apprises par le passage d’une participation pénigpne Iégitime a une participation de

plus en plus centrale.

Les connaissances mathématiques mobilisées dansoratruction de cases
rectangulaires par les Siamous ne sont pas sinflefgde celles enseignées a I'école. Elles
sont beaucoup plus complexes, compte tenu degadife éléments du terrain. Voici ce
gu’en pense le responsable du premier groupe (mit®a « Ce n'est pas pareil a I'école.
Ce sont les grands fréres qui savent par exempelacase est trop grande ou trop
petite ». Rappelons que tous les membres du nivétaient des éleves et leur responsable
était en quatrieme {3econdaire).

Nous soutenons que la prise en compte a I'écolgalesnnements mathématiques,
tels qu'ils sont mis eouvre dans les pratiques sociales, contribueraie@irenen évidence
'apport des mathématiques dans la formation atayenneté. Le développement de la
recherche sur les mathématiques de la vie quotidi€¢D’Ambrosio, 1997 ; Gerdes, 1999)
nous parait une piste intéressante dans ce sens.

BIBLIOGRAPHIE

BERTHIER, P. (1996)L’Ethnographie de I'Ecole, Eloge critiquAnthropos, Paris.

D’AMBROSIO, U. (1997). Ethnomathematics and its plécethe history and pedagogy of
mathematics. IrfEthnomathematics: challenging eurocentrism in mitiics educationpp. 13-
24. Sous la dir. de A. B. Powell et M. Frankenst&itate University of New York Press, Albany,
Etat de New York.

GHASARIAN, C. (2002).De l'ethnographie a l'anthropologie réflexive, N@aux terrains,
nouvelles pratiques, nouveaux enjefisnand Colin, Paris.

GERDES, P. (1999).Geometry from Africa mathematical and educational experiences.
Mathematical Association of America, Washington.

GOETZ, J. P. & LECOMPTE, M. D. (1984thnography and qualitative design in Educational
research Academic Press Inc, San Diego, Californie.

LAVE, J. & WENGER, E. (1991).Situated learning legitimate peripheral participation.
Cambridge University Press, Cambridge.

MESSRS et MEBA du Burkina Faso (200Rgpport national sur le développement de I'éducatio
au Burkina Faso, juin 200Ministere des enseignements secondaire, supéiale la recherche
scientifique et Ministére de I'éducation de basdeetalphabétisation, Ouagadougou.

PM du Burkina Faso (1994)Actes des états généraux de I'éducatidtremier ministére,
Ouagadougou.

82



TRAORE, K. (2002) Echec en Mathématiques au Burkina Faso : Réflegionquelques causes
en classe de seconde ®émoire inédit de fin de formation d'inspecteue tdenseignement
secondaire (option : Mathématiques), Ecole NorrSalgérieure de Koudougou.

TRAORE, K. (2005). Connaissances et raisonnemeataématiques développés en contexte
exemple a propos du comptage des mangdetes du colloque Espace Mathématiques
Francophones 2003.0zeur, Tunisie.

SAWADOGO, B. (2000)Attitudes négatives envers les mathématiques dgesetu secondaire,
cas de la région du centre-ouest du Burkina Fagémoire inédit de fin de formation d'inspecteur
de I'enseignement secondaire (option : Mathémasijuecole Normale Supérieure de Koudougou.

VERMERSCH, P. (2000).entretien d’explicitation ESF, Issy-les-Moulineaux, France.

WOODS, P. (1999). Ethnographie au service de I'atian. In Recherches ethnographiques en
Europe et en Amérique du Nomp. 43-72. A. Vasquez et |. Martinez, éds. Anplos) Paris.

krinkalifa@hotmail.com

83






Développement du raisonnement proportionnel
potentiel des éleves avant tout enseignement
de la proportionnalité

IZABELLA OLIVEIRA

UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL

RESUME. Notre étude cherche a rendre compte daggies utilisées par les éléves pour résoudre
des problémes de proportion simple, et ce avabhetmeignement. Plus précisément, nous cherchons
a cerner quel est le type de raisonnement déplayédep éléves pour résoudre des problemes qui
favorisent a la fois un raisonnement qualitatifjeantitatif. Nous voulons aussi voir si les élésest

en mesure de reconnaitre des situations non piameeties. Une expérimentation a été conduite en

ce sens auprées d'un groupe d'éléves de SeconddiBel2 ans) provenant d'une école de Montréal.

L'analyse fait ressortir une variété de stratédiesésolution mises en ceuvre par les éléves. Les
résultats montrent le potentiel et la diversité stestégies qu'utilisent les éléves avant I'enseigmt.

1. INTRODUCTION

1.1. Importance de la proportionnalité dans la viguotidienne, en mathématiques et
dans les autres disciplines

L'importance que la proportionnalité prend en dshae I'école (dans la vie de tous les
jours, en sciences, en économie, en sciences dang, en sciences humaines) est
mentionnée par plusieurs auteurs depuis quelquezeanNunes, Schliemann & Carraher,
1993 ; Soto et Rouche, 1994 ; Sokona, 1989. Lestsins suivantes illustrent différents
contextes ou le raisonnement proportionnel est lisébi

a. Avec une vitesse constante, une voiture faitparcours de 500 km en 10 heures.
Combien de kilométres parcourra-t-elle en 30 heires

b. En roulant a 60 km a I'heure, une voiture mdte@res pour parcourir une certaine
distance. Si elle avait pu rouler a une vitessg0flekm a I'heure, combien aurait-elle mis
de temps ?

c. On attend 6 personnes pour diner. La recetliséatipour faire le potage prévoit les
quantités pour 4 personnes. Quelles quantités deunhdes ingrédients devra-t-on
mettre pour préparer le potage pour 6 personnes ?

d. Avec 4 tuiles, je peux couvrir 2 pieds carrésmBien de tuiles devrai-je commander
pour couvrir le plancher de ma cuisine, de 15 piedgs ?

Ces contextes et bien dautres font référence asdeations qui peuvent étre
rencontrées dans la vie de tous les jours et quigipel a un raisonnement proportionnel.

Dans les mathématiques scolaires, le raisonnemiepbgiionnel sera mis en ceuvre
dans le travail sur les pourcentages (par exenopdgjli'un certain pourcentage du tout est
connu et qu'il faut retrouver ce que valait le Youdans le travail sur le calcul d'aires (a
propos, par exemple, de l'aire de secteurs cireglaou de volumes ; en géométrie, dans le
travail sur les figures semblables ; en probabijligh algebre (dans certains types de
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probléemes, faisant intervenir des taux) ; en gtqties ; dans certaines représentations
graphiques qui permettront d'illustrer les réssltatc.

On peut également évaluer I'importance que prermdportionnalité dans d'autres
domaines. C'est le cas, par exemple, du domainécatgdu certaines prescriptions et
analyses faites en laboratoire nécessitent le re@un raisonnement proportionnel. En ce
sens, plusieurs auteurs s'entendent pour direegoenicept de proportionnalité occupe une
place trés importante non seulement a I'école, easi dans les situations quotidiennes et
dans d'autres disciplines que les mathématiquesihet Vergnaud, 1995 ; Nunes et al.,
1993 ; Sokona, 1989 ; Levain, 1987 ; Pezard, 1985).

La proportionnalité est sans doute I'une des natiovathématiques les plus importantes que
nous rencontrions du primaire au college. Ses neorxs applications dans différents
domaines (mathématique, physique, biologie, chi@@nomie...) lui font jouer un réle
essentiel dans l'enseignement. Il faut soulignessia son utilisation dans la vie courante
(Sokona, 1989, p. 5).

Cette place importante attribuable a la proporttitden fait un des enjeux importants
de I'éducation mathématique. Comme nous le vexdans ce qui suit, a travers une analyse
plus fine de l'ancien programme d'études du Miréste I'Education du Québec (MEQ,
1994) et de celui maintenant en vigueur (2003),rG& fondamental que joue la
proportionnalité a I'école secondaire dans I'édorwatmathématique est confirmé. Par
ailleurs, cette analyse précise le champ des pessHuixquels devraient étre confrontés les
éleves.

1.2.  Importance de la proportionnalité dans le progamme d'études du secondaire
au Québec

Le développement du concept de proportionnalitéstitoait un des enjeux importants de
'ancien programme d'études du secondaire (MEQ4)1@elui-ci mettait en effet I'accent
sur limportance de l'appropriation de ce concelant lintroduction se situait en® 2
secondaire, et se poursuivait pendant les autreeardu secondaire®’@ 4 secondaires) :

La proportionnalité constitue un théme fondameetalmathématiques et plusieurs aspects
de la réalité obéissent aux regles de la propor@lité. Le raisonnement proportionnel se
révele donc une habileté intellectuelle fort uffMEQ, 1994, p. 28).

Dans cet extrait, nous pouvons voir que le progrardiétude prend en considération
différents aspects pour justifier I'importance deproportionnalité d'abord, il met en
evidence qu'il s'agit d'un theme fondamental enrhéragtiques et donc, qu'il va étre au
cceur de l'apprentissage d'autres concepts (telsindlitude, les probabilités, le
pourcentage...). Un autre aspect mis en évidenceedsi du rapport avec la réalité,
plusieurs situations de la vie quotidienne obéisaar regles de la proportionnalité ; c'est
le cas par exemple de certaines situations de veatealcul de pourcentages, d'achats liés
a des calculs de surfaces, etc.

Quand on analyse de maniére plus précise le progeade 2 secondaire, moment
clé de l'introduction de la proportionnalité a ¢k québécoise, on constate qu'un des
objectifs généraux est de « Favoriser chez I'éleveléveloppement du raisonnement
proportionnel » (op. cit., p. 28). L'accent estcomsa priori, dans cette introduction, sur
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le développement du raisonnement, comme le confifmdrait suivant « Il s'agit
d'amener I'éleve a saisir les caractéristiquescpdieires d'une situation de proportionnalité
et a traiter cette situation d'une maniére conseien intelligente » (op. cit., p. 28). On
s'éloigne ici de l'apprentissage d'algorithmes, rmemcelui du produit croisé qu'on
retrouvait dans le programme précédent (MEQ, 1980).

Le développement du raisonnement proportionnelsdoifiire a partir d'activités concretes, de
questionnement, de discussions, d'exemples etrdee-@xempleg]...] Si I'on met trop tét
l'accent sur l'apprentissage d'algorithmes, on wisqd'empécher I'éléeve d'assimiler et
d'appliquer correctement les concefMEQ, 1994, p. 28).

Le programme propose des situations—probleme commoyen de développer ce
raisonnement proportionnel. Cette aptitude a raieoiva demander a I'éléve de pouvoir
exprimer sa démarche et ce, autant oralement'gaotéa. I Tout au long de Ia®2econdaire, le
programme offre plusieurs occasions de réinvesdicbnnaissances qui ont été acquises sur
la proportionnalité. Nous les retrouvons dans diétwles concepts de pourcentage, de
probabilité, d’homothétie, d'aire (par exemple dartsavail sur I'effet d'un changement des
dimensions linéaires sur l'aire).

Les programmes des niveaux suivanfse(3f secondaires) font référence quant a eux
a l'apprentissage des concepts de rapport et gentian dans I'exploration des situations de
variation directe et inverse. Les éléves devroappalyer sur ces connaissances dans la
modeélisation et I'analyse de situations fonctiolesgbarticulieres.

Quelle est maintenant la place du concept de ptiopodans l'actuel programme
d'études du secondaire au Québec (MEQ, 2003) Dlesau programme se situe-t-il dans
la méme perspective que le programme de 1994 ?eRabjir les mémes orientations ?
Introduit-il de nouvelles balises ? Dans le nouvpeagramme d'études, l'importance du
raisonnement proportionnel est de nouveau soulignéde développement du
raisonnement de type proportionnel est fondamentsks applications sont nombreuses tant
a l'intérieur qu'a I'extérieur de la disciplineMEQ, 2003, p. 29).

Nous pouvons constater ici que le concept de ptiopooccupe encore une place tres
importante, comme concept-clé qui aidera les éledesss la construction de notions
mathématiques, ou en lien avec les autres disegliRlusieurs domaines ont dailleurs
recours au concept de proportionnalité, nous memt¢ide programme. Notons, entre autres,
I'univers social, les arts, les sciences (commeepample la physique ou la chimie) et les
technologies (MEQ, 2003). Cette utilisation, dareules domaines, montre le caractere
multidisciplinaire que le concept de proportion oe dans le nouveau programme du
secondaire (on percoit son utilisation / développaimpossible en lien avec les autres
disciplines).

Or, méme si plusieurs auteurs (Sokona, 1989 ; \&erdn1991 ; Levain et Vergnaud,
1995 ; Oliveira, 2000), en plus des programmesidiést québécois du secondaire ancien et
actuel (MEQ, 1994, 2003), reconnaissent l'impodada raisonnement proportionnel en
mathématiques et dans d'autres domaines, et mélfoe 8bit se dessiner, a travers ce qui
précede, les orientations que pourrait prendresdignement de la proportionnalité au
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secondaire qu'en est-l vraiment de ces orientations dammséignement de la
proportionnalité, en lien avec les apprentissagestbves ?

L'acquisition du concept de proportion chez lessedea été étudiée par plusieurs
recherches (Oliveira, 2000, 2001 ; Levain, 1993glNng, 1978 ; Karplus et al., 1974).
Celles-ci ont permis de mettre en évidence leesmasments développés par les éleves dans
des situations proportionnelles (Oliveira, 2000026 Levain, 1987 ; Dupuis et al., 1981 ;
Karplus et al., 1974 ; Noelting, 197&si que les erreurs, difficultés qu'ils rencomtré&lles
ont permis d'autre part d'éclairer la complexité geblémes proportionnels et d'identifier
les variables susceptibles d'exercer une influ¢eegnaud, 1991 ; René de Cotret, 1991).
Elles ont mis en évidence des situations d'enseignte propres a contribuer au
développement de tels raisonnements (Gnass, 208@naud, 1991 ; Brousseau, 1981).

Mais que sait-on véritablement des raisonnemermtstapés développés par les éléves
avant tout enseignement ? Sur quelles connaissartésieures pourrait s'articuler une
introduction de la proportionnalité au secondagreclasse réguliere ? Notre recherche s'est
intéressée a cette question dans le contextengeitgpement québécois.

2. OBJECTIFS DE LA PRESENTE ETUDE

Rendre compte du potentiel de stratégies utiligesles éleves du secondaire dans des
problémes mettant en jeu un raisonnement propostipet cela avant tout enseignement de
la proportionnalité. Cerner l'influence du typeptebléme proposé aux éléves en regard des
stratégies développées.

3. METHODOLOGIE

Avec l'objectif de cerner le potentiel de stratégieobilisées par les éléves, un test écrit a
été soumis a 33 éléves desRcondaire, avant tout enseignement de la propolité.

Nous reprenons ci-dessous le cadre de référensejament a I'élaboration du test :
chaque éléve a répondu individuellement & dix gnolels simplées huit problémes portant
sur la résolution de situations proportionnellesdetix problemes mettant en jeu la
reconnaissance par I'éleve de situations non ptiopaelles. Les problémes portant sur les
situations proportionnelles sont constitués, d'ypaet, de problemes qui sollicitent
davantage un raisonnement quantitatif et d'autré pi@ problemes qui sollicitent un
raisonnement qualitatif.

3.1. Probléemes qui sollicitent davantage un raisormment quantitatif

Dans cette catégorie, on retrouve des problémetambhaetn jeu ungoroportion directe
(quatre problemes). Ces problemes avaient comneetdhjl’'observer quelles stratégies les
éleves mobilisent quand le lien multiplicatif entteux grandeurs homogénes n’est pas

! Le nouveau programme, dans ce cas, est trop rpoanpouvoir tirer des conclusions.

2 Nous avons retenu pour ce test des problémesl'dopncé, simple, permettait un engagement devéélé
dans la résolution. En ce sens, ces problemespgeochent des énoncés usuels auxquels les élemes so
confrontés.
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immédiat ; dans le cas ou le rapport entre les mesntonsidérés n’est pas un nombre entier,
Ou encore stratégies mises en place dans uneiitwd proportionnalité plus complexe
faisant intervenir le concept de vitesse.

Exemple. Dans un banquet ou I'on propose une dégustatomalles, on considere qu'il
faut 72 moules pour 6 personnes. Combien fautiéer de moules pour 17 personnes ?

Exemple. Une voiture parcourt une distance entre deurs/din 5 heures, avec une vitesse
constante de 90 kilometres par heure. En combigardps fera-t-elle le méme voyage avec
une vitesse de 75 kilométres par heure ?

On retrouve également des problémes mettant enrjegroportion inversgdeux
problemes). Ces problemes avaient comme objecilis#rver quelles sont les stratégies
utilisées par les éléves pour résoudre un probldmeproportion inverse, avant tout
enseignement de la proportionnalité. Les probléteds catégorie prenaient en compte les
variables didactiques suivantestructure du probleme (proportion directe et iseg le
nombre de couples de données (2 couples et 3 ®um@port entre les données (entier et
non entier), grandeurs (homogénes et hétérogéhpedsence ou non d'un support visuel.

3.2.  Problémes qui sollicitent davantage un raisorement qualitatif

Les deux problemes de cette catégorie avaient coompeetif d'observer quelles stratégies
les éleves mettent en place pour résoudre un pneblgui sollicite un raisonnement
qualitatif. Il s'agissait aussi de voir comment é&ves percoivent I'influence de chacune
des grandeurs dans la comparaison. Ces probléneesi@nt en compte les variables
didactiques suivantes : présence d'un support lvispeestion basée sur une comparaison
gualitative par sa nature.

Exemple. Un petit insecte aveugle dort dans des boites gpiiennent des fleurs et des
cactus. Le petit insecte n'aime pas les cactusn@oiinest aveugle, il ne sait pas dans quelle
boite il va tomber. Peux-tu indiquer sur les reglemiment se sentira le petit insecte s'il
tombe dans chacune de ces boites ? (Cuello, 1994).

3.3.  Reconnaissance de situations non proportioniet

Les deux problemes de cette catégorie avaient cowiojectif d'évaluer dans quelle
mesure les éléves identifient qu'une situationpesportionnelle ou non. Ces problémes
prenaient en compte la variable didactique suivalgenombre de couples (2 couples
versus 3 couples).
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Exemple.La taille d'Ophélie était de 83 cm a 2 ans et 86 i a 16 ans. Peux-tu dire quelle
est la taille d'Ophélie aujourd’hui, si on saitedje' vient d'avoir 32 ans ? Et quelle était sa
taille a 1 an, 4 ans, 8 ans ? (Dumas et Jaquet)200

4. ANALYSE DES PRODUCTIONS D'ELEVES?®

Nous présenterons d'abord les stratégies utilipéesles éleves et les difficultés qu'ils
rencontrent dans la résolution des différents prokk.

4.1. Analyse pour les probléemes qui sollicitent uraisonnement quantitatif

4.1.1. Stratégies développées par les éleves damsdblemes de proportion directe

Pour illustrer les stratégies des éléves et lamfte de certaines variables didactiques dans ce
groupe de problemes, nous avons choisi comme preexiemple le probleme de la

« Recette Kiwi spécial ». Dans celui-ci, I'élevet defaire la recette en tenant compte du
nombre de portions et de la quantité d'ingrédients.

RecetteKiwi spécial

30 ml, liqueur « Kiwi »

15 ml, Amaretto (Monalisa)

30 ml, Vodka (Moskova)

60 ml, Jus d’ananas

Bien brasser le tout, et verser sur de la glaceégidans une grande coupe a
champagne. Décorer d'une tranche de kiwi et d'@mise. Donne environ 4 portions.

a) Refaire cette recette pour 8 personnes.

b) Refaire cette recette pour 6 personnes.

c) Quelle serait la recette deiwi Spécialavec 40ml de liqueur de Kiwi, pour que ca
golte la méme chose ?

Pour la question a), la procédure la plus utilié&e éleves sur 33 ont eu recours a cette
procédure) a étia procédure scalaire(recours a un facteur scalairgdour 8 personnes, ca
prendra 2 fois plus de chacun des ingrédients.

30" 2=60 60 ml de liqueur « kiwi »
15" 3=30 30 ml d'’Amaretto

30" 2=60 60 ml de Vodka

60" 2=120 120 ml de jus d'ananas

On a observé que lorsque le nombre change (repette 6 personnes au lieu de 8), les
stratégies employées par les éleves changentrmoanii Iinfluence de la variable didactique
« nombre » sur le choix de la procédure employéssiApour la question b), la procédure la
plus utilisée = 16) a été la procédutméaire (les quantités pour 4 personnes plus les
quantités pour 2 personnes (la moitié des quamtigsla 1° recette)).

% Les exemples donnés sont extraits des protocekegléves.
* Comme les stratégies reviennent d'un problémaudrd, nous ne présenterons l'analyse que de @selqu
problemes dans chacune des catégories.
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30+-2=15 15 + 30 = 45 ml de liqueur de kiwi
15+2=75 7,5+ 15 = 22,5 ml d'Amaretto
30+2=15 15 + 30 = 45 ml de vodka
60+2=30 30 + 60 =90 ml de jus d'ananas

Cette influence de la variable nombre s'est codférians la question c) (recette avec 40 ml
de liqueur de kiwi, au lieu de 30 ml). Nous avonsalors apparaitre la procédure additive
erronée chez les éleves (ajout de +10 a la quanitidle). Nous n'avions pas observé cette
erreur auparavant. Les exemples ci-dessous penneecomprendre la différence entre
une procédurénéaire qui présente aussi +10 pour la premiére quamtiggs ou le rapport
de 1/3 de la quantité initiale est maintenu toutiamg de la résolution et, une procédure
additive erronéeg ou le +10 représente un ajout constant ; igiapgort de 1/3 n'est pas pris
en compte par I'éléve.

Procédures...

... linéaire (n = 4) ... additive erronée(n=9)

30+ 3 =10+ 30 = 40 ml, Kiwi 30 + 10 = 40 miwK

15+ 3 =5+ 15 =20 ml, Amaretto 15 + 10 = 25 Arharetto
30+ 3 =10+ 30 =40 ml, Vodka 30 + 10 = 40 ddka

60 + 3 =20 + 60 = 80 ml, Jus d'ananas 60 + 10 ml7 Jus d'ananas

Le probléme suivant kne voiture roule toujours a la méme vitesse. Ele24 km en 12
minutes, ou encore 36 km en 18 minutes. A ce rytlammiture aura parcouru 40 km en
combien de minutes»?a aussi provoqué des changements dans leg&sabdilisées par les
éleves. Nous voyons ici l'influence a la fois detrbduction de la variable didactique « 3
couples » et des nombres choisis (la relation dagr@randeurs de méme nature n'est pas
évidente, celle entre les grandeurs de naturegreliffes I'est davantage), qui semblent
provoquer un changement de stratégie.

Pour ce probleme, la procéddioactionnelle a été la plus utilisée & 20) :
12=1/2de 24 40+2=20
Le nombre de km est toujours le double de celna@bre de minutes

Il y a aussi eu des éléves qui ont utilisé unedaare de retour a l'unité comme stratégie de
résolution

24 km en 12 min = 2 km a la minute

36 km en 18 min = 2 km & la minute

Le probleme suivant Bans un banquet ou on propose des dégustationsaldesy on
considere qu'il faut 72 moules pour 6 personnesniien faut-il acheter de moules pour 17
personnes ?, ou le rapport entre les grandeurs de mémeenatest plus évident (variable
didactique introduite), a conduit la aussi a unngemnent de procédure chez les éléves. La
seule procédure utilisée par les éleves a été delletour a I'unité (n = 33), comme nous
montre I'exemple ci-dessous :

72+6=12
127 17 =204 rép. : 204 moules
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On divise le nombre de moules par le nombre deopaes. Alors, on obtient le nombre de
moules par personne. On a juste a multiplier cebmerde moules par 17 personnes.

Dans le probleme suivant,Gn sait que M. Haut mesure 6 boutons de hauteguetM.
Bas en mesure 4. Si on mesure la hauteur de MeBa®mbones, on trouve 6 trombones.
Alors, combien faudra-il de trombones pour représefa hauteur de M. Haut ? Explique
comment tu as fait pour trouvers(Karplus et al., 1974), ou un support visueit &anné,

on a remarqué une variété de procédures utiliseesep éleves. Ci-dessous, le support
visuel donné, suivi du tableau qui indiqgue en pentages la fréquence des procédures
utilisées.
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Parmi les stratégies utilisées, on retrouve podelaieme fois la stratégie additive erronée
(n=9): « M. Haut mesure 2 de plus que M. Bas. SBEl mesure 6 trombones. Alors M.
Haut c'est 8 trombones. »

4.1.2. Stratégies développées par les éléves damsdblemes de proportion inverse
L'introduction de la variable « proportion inversséait apparaitre une nouvelle procédure,
soit le recours a ungrandeur intermédiaire (n = 19). Ici, les éléves résolvent le probleme
en passant par une grandeur intermédiaire (recmtisin d'un « tout fictif ») pour ensuite
utiliser cette valeur pour répondre a la question.

Une voiture parcourt une distance entre deux vibes5 heures avec une vitesse
constante de 90 kilométres par heure. En combiderrdes fera-t-elle le méme voyage
avec une vitesse de 75 kilomeétres par heure ?

92



) 0%#)

90" 5=450 km

450 km + 75 = 6 heures

S'il fait 90 km par heure, ¢a veut dire qu'il y304&m entre les 2 villes. On a juste a diviser
par 75 et on a la réponse.

Pour le deuxieme probleme de proportion inversgé,machines prennent 300 jours pour
fabriquer toutes les briques qui vont étre utilséans la construction d'une maison. En
combien de jours 8 machines identiques fabriquelmmhéme quantité de briques>?les
éleves utilisent surtout la stratéggealaire (n = 27) pour résoudre le probleme, mais en
utilisant un raisonnement inversement proportioneemme nous montre |'exemple ci-
dessous :

4 machines = 300 jours

8 machines 150 jours

8 machines c'est le double de 4. Alors, on divasgdmbre de jours en 2.
Rép. : 150 jours.

4.1.3. Ce qui ressort de l'analyse des stratégidisaes par les éléves dans les problemes
précédents

L'analyse des productions montre le potentiel desonnements développés par les éléves,

avant tout enseignement, raisonnements sur lesguoelmtroduction de la proportionnalité a

I'école pourrait tabler : procédures scalaire,dires fonctionnelle, retour a l'unité, recours a

une grandeur intermédiaire, etc. Les éleves somilwe en mesure de mettre en place un

raisonnement inversement proportionnel, comme teoomontre le dernier probleme.

La composition des problemes permet par ailleunsielitre en évidence l'influence de
certaines variables didactiques sur les procédiga®solution développées par les éléves.
On remarque ainsi que les éleves disposent, awart dnseignement formel de la
proportionnalité a I'école, d'un potentiel de pohgés pour résoudre non seulement des
problemes simples de proportion directe, mais éuae des problémes simples de
proportion inverse. Les nombres semblent avoiriofieence sur la variété de procédures
utilisées par les éléves, comme on a pu le condtate de I'analyse des problemes, nous
donnant des pistes sur différentes situations doksip avec les éléves en classe pour
développer une telle flexibilite.

La variable « nombres »

Les nombres utilisés dans I'énoncé des problenagpdrts entre les grandeurs plus ou
moins évidents) semblent en effet avoir une infheeBur les procédures utilisées par les
éleves : ils orientent plus vers une procédurenguautre. Mais au-dela de ceci, ce qu'on
constate, c'est que les éléves disposent de pisigieacédures et qu'ils sont capables de
passer d'une procédure a l'autre, ce qui montreflexibilité de leur part dans le passage
d'une procédure a l'autre en fonction des condifmasentées dans le probléme.

Néanmoins, la variable didactigue « nombre » fadisaapparaitre des difficultés chez
les éleves, dans le passage des structures additixestructures multiplicativese€ette de
kiwi et M. Haut et M. Bap Cette difficulté montre que la proportionnalitéest pas
complétement acquise, avant tout enseignementy'ittyga la un travail a poursuivre...
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Comme ces difficultés sont identifiées seulemensdies situations spécifiques, elles nous
donnent aussi des pistes sur ce qu'il faut travaalh classe.

La variable « 3 couples »

La premiére remarque porte sur le fait que l'afie de ce type de problemes n'est pas
habituelle a I'école (René de Cotret, 1991). N s observé gu'elle conduisait les éleves
a utiliser un tableau, dans lesquels ils chercheatrégularité, la plupart du temps additive :

L'utilisation de ce tableau pourrait bien releveme influence de I'enseignement sur
les suites proposé en secondaire 1, et de celuesurbles de valeurs et graphiques en
secondaire 2, avant I'enseignement de la propodidé. Dans ce cas, I'utilisation du tableau
de nombres sort les éléves du contexte du problBsneecherchent une régularité sur des
nombres, et perdent de vue le sens de la situation.

La variable « proportion inverse »

Lors de l'analyse des problemes de proportion s&/esn a pu observer ['utilisation d'une
nouvelle stratégie, non présente dans les problé@mgsoportion directe, soit le recours a
une grandeur intermédiaire (cf. 8 4.1.2). On a rgoeaussi que les éléves ont recours, lors
de la résolution de ces problemes, a un raisonrtemarsement proportionnel de maniere
contrélée. Cela montre le potentiel des procéddeeses éleves et leur capacité a s'adapter
selon le contexte et la structure mathématiquerdblgme.

4.2.  Analyse pour les problemes qui sollicitent ureisonnement qualitatif

Une premiére remargue importante a faire est f@tl'gtie les problémes qui sont présentés
dans cette partie favorisent l'utilisation d'urseainement qualitatif, mais n‘empéchent pas
pour autant l'utilisation d'un raisonnement quatititPrenant cela en compte, quelles sont
alors les procédures utilisées par les élevesngsoudre ces problemes ?

4.2.1. Stratégies développées par les éléves damsdblémes
Comme cette catégorie a seulement deux problénoes, allons présenter les stratégies
utilisées pour résoudre les deux problémes.

Pour le probleme des fleurs et cactugl'exemple de la section 3.2), seulement 6 des 33

éleves ont utilisé une stratégie faisant appel &aisonnement qualitatif. Voici I'exemple
d'une réponse relevant de cette stratégie :

...« contente, parce qu'il y a plus de fleurs queadtus. »
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Tandis que la plupart des éleves=(17) ont utilisé une stratégie de type quantifadiur
répondre a la question. On trouve par exempledfemses comme la suivante :

[
|‘=r:t er,trmﬂtrer,t
e LR

« Rép. : 6 fleurs et 4 cactus. »

Le probleme du Jus d'orange.
Supposons qu'on mélange les trois verres du pregn@ipe dans un pot et les six
verres du second groupe dans un autre pot. Estusegg va godter plus le jus
d'orange dans le premier pot ou dans le second Di®u est-ce que ¢a va gouter la
méme chose dans Ies deux ?

Et si maintenant, on mélange les sept verres dmigregroupe dans un pot et les
trois verres du deuxieme groupe dans un autre lpeuel des deux godtera plus le
JUS d' orange ? Ou bien est-ce que cava gouterémenchose dans les deux ?

Les éleves ont eu recours a des nombres pour mésleyorobléme, méme si le raisonnement
qualitatif ici est important. (Par exemple : si @da méme chose de jus, plus il y a d'eau,
moins ¢a godte le jus ; Ou alors, pour une mématigéad'eau, plus il y a de jus, plus ¢ca
godte le jus). La stratégie la plus utilisée pardeves a été I'établissement d'un rapport entre
le nombre de verres de jus d'orange et le hombreedes d'eau. Deux exemples de telles
réponses :

D EEww

Jus Eau Jus Eau

« Parce qu'il y a un verre d'eau pour 2 verresisieRép: la méme chose. »

[ [ il | IS

Jus Eau

Jus Eau

« 1% pot : 1 verre d'eau pour 2 verres de jus + 1 véeau pour 2 verres de jus + 1 verre
d'eau.

2° pot : 1 verre d'eau pour 2 verres de jus.

Rép. : le 2va godter plus. »
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La plupart des éléves € 16) ont résolu le probléme en utilisant cettecpdure (nombre
de verres de jus versus nombre de verres d'ean)gmdeux questions du probleme. On a
pu également noter que trois des éléves ont uldséapports pour la premiére question et
une stratégie additive erronée pour la deuxiemstgue(il y a un verre de jus de plus que
d’eau, ca golte la méme chose). Les autres éleved4) ont eu recours a différentes
procédures nombre de verres de jus d’orange par rapportoacbre de verres ; nombre de
verres d’eau par rapport au nombre de verres...qmpare un des ingrédients au tout).

4.2.2. Ce quiressort de l'analyse des stratédidisaes par les éléves dans ces problemes
Par rapport aux problémes faisant appel a un naguoant qualitatif, la premiere remarque
porte sur le fait que, méme si lI'on s'attendaies rdisonnements qualitatifs, surtout dans le
probléme des cactus, les éleves ont résolu cedepreb en ayant surtout recours a des
raisonnements quantitatifs. Une question se pose stade comment solliciter chez les
éléves le raisonnement qualittitomme le demande le programme d'études de I'école
guébécoise.

On se demande également si la variable didactapmport visuel ne fait pas
apparaitre des difficultés, comme on a pu l'obsegpeer les probléemes de M. Haut et de
M. Bas, et aussi celui du Jus d'orange, comme muurgre I'exemple de la réponse afa 2
guestion du probléme du jus, déja donnée ci-dessiess deux groupes ont tous les deux 1
verre de plus de jus que d’eau ». Comme cettecdifé est identifiee seulement dans des
situations spécifiques, prendre en considératisnmiements ou on la retrouve peut nous
donner des pistes sur ce qu'il faut travailler lesse.

4.3. Analyse pour les probléemes de reconnaissancee dsituations non
proportionnelles

L'analyse des procédures des éléves portant susitesions non proportionnelles nous
montre que les éléves semblent ne pas reconnagrsitciations non proportionnelles. Par
exemple, lors du probleme de la Taille d’Ophéliex@mple de la section 3.3), seulement
huit éleves ont reconnu le probleme comme étantsitnation non proportionnelle. Pour

ceux qui ne reconnaissaient pas la non proportid@ndu probléme, avoir une réponse
comme 269,75 paraissait possible.

Il en a été de méme pourpeobléme de la Confiture: « Dans une recette de confitures, il
est dit que si I'on a 4 kg de fraises, il faut mef2 kg de sucre, ou encore, pour 8 kg de
fraises, il faut mettre 6 kg de sucre. Si on vaueéfla recette avec 10 kg de fraises, combien
faudra-t-il mettre de sucre 2 (René de Cotret, 1991).

Aucun éleve n'a reconnu la situation comme étantpmoportionnelle. Les éleves essaient
dans ce cas de trouver une régularité dans legreben appliquant une stratégie additive,
(+2, entre la quantité de sucre et de fraises)ytidisant la plupart du temps un tableau de
valeurs comme support. La variable « 3 couple®mnee nous l'avons vu précédemment,
semble orienter les éleves vers le recours a ueaalde valeurs, qui leur fait perdre le sens
de la situation.

> Ce raisonnement nous semble important & dévelageer les éléves parce qu'il intervient dans ldrobn
gu'ils vont exercer ou non dans des situationsrgaraent proportionnelles, dans la reconnaissance de
situations proportionnelles ou non, etc.
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fraise |sucre
4 2
+4 +4
8 6
+
2 10 8

5. CONCLUSION

Dans ce travail nous avons observé des éléve$ siec@ndaire, avec I'objectif d'identifier
les procédures qu'ils utilisent pour résoudre adeblpmes mettant en jeu un raisonnement
proportionnel, et cela avant tout enseignemenadadportionnalité a I'école. Nous avons
aussi observé l'influence du type de probleme @é@ux éléves en regard des procédures
développées.

En analysant la résolution des problemes par &®®£| nous nous sommes apercus
que les éleves qui ne sont pas encore passés gaeignement formel de la
proportionnalité sont capables de résoudre cerf@ollemes, méme ceux présentant des
structures mathématiques plus complexes, comme egample les problemes de
proportion inverse. De plus, cette expérimentatimos a aussi permis de percevoir le
potentiel et la diversité des procédures utilispas ces éléves pour résoudre tant les
problemes de proportion directe qu'inverse, et @lant tout enseignement de la
proportionnalité. Nous avons de plus observé umioe flexibilité chez les éléves dans
l'utilisation de ces stratégies. Ceux-ci présenter® capacité de passer d'une procédure a
I'autre en fonction des données et du contexterdbl@me.

Une analyse plus fine du type de probléemes monée gilleurs que certaines
variables didactiques jouent un rdle important danshoix des procédures par les éleves :
elles guident d'une certaine maniére la facon tiéleve aborde le probleme. L'analyse des
variables didactiques introduites dans chaque pmblnous a également permis de mettre
en évidence des difficultés, par rapport a l'adtjars du concept de proportionnalité,
présentes chez les éleves. On note ainsi la pesone procédure, et la difficulté de
reconnaissance de situations non-proportionnelm®is avons aussi constaté d'autres
difficultés présentes chez les éleves, comme feulie reliée a I'emploi d'un raisonnement
qualitatif, qui semble peu mobilisé spontanémentzdbs éléves.

Pour I'enseignement, prendre en compte ces difficidt évaluer dans quel type de
situations elles sont plus présentes, apparaipisteintéressante a considérer au moment ou
I'enseignant prépare ses séquences d'enseignearetd proportionnalité. Cela peut le
guider dans le choix des situations a travailleclesse, et peut l'aider a anticiper certaines
difficultés des éléves. L'analyse des variableaaliques fait par ailleurs apparaitre quelque
chose d'intéressant a considérer dans le choipaddemes. Ainsi, parmi l'influence de
certaines variables didactiques introduites, l®uexa 3 couples dans les problemes ouvre
des avenues dont I'exploration sera profitable penseignant. Nous avons observé que ce
type de recours amene les éléves a un raisonngmu@atont tendance a décontextualiser.
L'utilisation du tableau de valeurs que I'éleveasts souvent amené a faire pourrait étre
l'effet de l'accent mis sur I'enseignement deshigaies, au début de 18 fecondaire.
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D'une maniére générale, les résultats nous monieepbtentiel et la diversité des
procédures qu'utilisent les éléves avant l'enseign¢ procédures sur lesquelles
I'enseignement aurait avantage a s'articuler.

BIBLIOGRAPHIE

BROUSSEAU, G. (1981). Problemes de didactique aeinthux.Recherches en Didactique des
MathématiquesVvol. 2, n°3, pp. 37-127.

COTE, B. et NOELTING, G. (1971Ru'est-ce qu'apprendre, comprendre, savoir ? Fonoement
cognitif et apprentissage de la mathématiguéé-université, Québec.

CUELLO, R. M. (1994). Razédo e proporcao : o proocessolutivo da compreensado dos conceitos
Mémoire de MaitriseMestrado em Psicologia Cognitiva, UFPRecife, Brésil.

RENE DE COTRET, S. (1991Ftude de linfluence des variables indice de préiponalité du
théme et nombre de couples de données sur la raissance, le traitement et la compréhension de
problémes de proportionnalité chez des éleves db4lans.Thése de doctorat inédite, Université
Joseph Fourier, Grenoble.

DUMAS, J.-P. et JAQUET, F. (2001). Les tentatiores ld proportionnalitéMath-école n°198,
pp. 33-42.

DUPUIS, C. et PLUVINAGE, F. (1981). La proportiotitea et son utilisation.Recherches en
Didactique des Mathématiquegol. 2, n°2, pp. 165-212.

GNASS, |. (2000). Etude du raisonnement proportionnel chez les éléga troubles de
comportement et d’apprentissage de deuxieme seicenifEemoire de maitrise inédit, Université du
Québec a Montréal.

KARPLUS, E. F., KARPLUS, R. & WOLLMANN, W. (1974)The influence of cognitive style.
School Science and Mathemati@spp. 476-482.

LEVAIN, J.-P. et VERGNAUD, G. (1995). Proportionitél simple, proportionnalité multiple.
Grand N n°56, pp. 55-66.

LEVAIN, J.-P. (1993). Proportionnalité, agrandisseirnet échellePetit x n°31, pp. 15-34.

LEVAIN, J.-P. (1997). Faire des mathématiques autrement: développemeagnitd et
proportionnalité L'Harmattan, Paris.

MINISTERE DE L'EDUCATION DU QUEBEC (MEQ, 1980).Programme d'étude de
mathématiques du secondaites publications du Québec, Gouvernement du Québec

MEQ. (1994).Programme d'étude de mathématiques du secondagse publications du Québec,
Gouvernement du Québec.
MEQ. (2003).Programme d'études du secondaiBocument de travail aux fins de validation.
Gouvernement du Québec.

NOELTING, G. (1978)La construction de la notion de proportion cherftat et I'adolescent et les
mécanismes d'équilibratiouméro spécial de L' APAME. Ecole de Psycholoyieiversité Laval,
Québec.

NUNES, T., SCHLIEMANN, A. D. & CARRAHER, D. (1993)Street mathematics and school
mathematicsCambridge University Press, Cambridge, Royaumie-Un

OLIVEIRA, I. A. F. G. (2000)Um estudo sobre a proporcionalidade : a resolucédgobblemas de
proporcao simple no ensino fundamentslémoire de maitrise inédit. Universidade Fedelal
Pernambuco, Recife, Brésil.

98



) 0%#)

PEZARD, M. (1985)Une expérience d'enseignement de la proportioréalitx éléves instituteurs
Thése de doctorat inédite. Université Paris 7 4OPBiterot, Paris.

SOKONA, S.-B. (1989)Aspects analytiques et aspects analogiques defeionnalité dans une
situation de formulatiorPetit x,n°19, pp. 5-27.

SOTO, |. et ROUCHE, N. (1994). Résolution de protdé de proportionnalité par des paysans
chiliens.Repéres-IREMN°14, pp. 5-19.

VERGNAUD, G. (1991)EI nifio, las mateméticas y la realidagroblemas de la ensefianza de las
matematicasTrillas, Mexico.

oliveira.izabella@courrier.ugam.ca

99






Le contrdle exercé sur I'activité mathématique
gue recouvre-t-il ?
Quelle place lui donne le programmé

MIREILLE SABOYA

UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL

RESUME. Certaines composantes de l'activité mattigoeade I'éléve comme la vérification du
résultat obtenu, la validation et la justificatidlun énoncé, d'une proposition ou de la démarche
adoptée dans un probleme et un engagement réftieats la tache refletent I'acquisition d'un
certaincontréle chez I'éléve face a I'activité mathématique. Damgexte, nous expliciterons ce
gue recouvre cette activité de contrdle sur un héorique. Pour cela, nous avons procédé a une
recension d’écrits dans différents domainea mathématiques, en psychologie et en didactique
Ceci nous aménera a constater que la dimemsintrdlechez I'éleve dans I'activité mathématique
occupe une place centrale dans les nouveaux proggard’études au secondaire, en lien avec le
développement des trois compétences.

INTRODUCTION

Devant sa production mathématique, I'éleve deeteadt capable de vérifier son résultat, de
juger de la cohérence, de la validité, de la rigudel sa démarche et de s’engager de
maniere réfléchie dans une résolution, en faisaeuye de jugement. Ces actions
traduisent urcontrdlede I'éléve sur l'activité mathématique. Dansttéarkture, nous avons
trouvé différentes sources traitant de la notioncdetrdle. Un éclairage est amené en
mathématiques sur le processus de découverte (Hadarh975) ; en psychologie du
développement, l'activité de contréle prend plaaeefa des contradictions (Piaget et
Bullinger, 1974) et en didactique des mathématigoedains travaux relient I'activité de
contrle avec le processus de résolution de prade(iviason, 1994) et dans d’autres
études en didactique, le contrble est vu comme amieité « méta » en lien avec
I'acquisition de concepts (Artigue, 1993). Cetteidé&t bibliographique fait état d’'une
diversité d’approches et de points de vue qui fessortir que l'activité de contréle est
centrale et dépendante des différentes taches allegjon est confronte.

Dans les travaux concernant la résolution de probse(Mason, 1994 ; Polya, 1962),
I'activité de contrble est présente dans chacuseithpes de résolution.

L’ACTIVITE DE CONTROLE EN RESOLUTION DE PROBLEMES

Dans son livre, Mason (1994) définit trois phasessdle processus de résolution de
problemes : la phase d’approche, la phase d’attatjleephase de révision. Dans chacune
de ces phases, une activité de contrble est requise
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Phase d’approche

La phase d’'approche est définie par Mason comnantale la premiére rencontre du
probléme a la premiére tentative de résolutionlidi@noncé, on formule le probleme en
ses mots, on essaie de bien comprendre le probemaganise, on classe les données et
on regarde si on connait des problémes similaidass cette phase, I'activité de contrble
apparait comme une anticipation du résultat essaie de deviner, d’estimer le résultat. Le
travail effectué dans cette phase prépare a lai@®exphase, qui est la phase d’attaque.

Phase d’attaque

Dans cette deuxieme eétape, il s’agit de proposer denjectures c'est-a-dire des
propositions qui semblent raisonnables, de lesttestec des exemples, de regarder si elles
peuvent étre réfutées par un contre-exemple. Wietde contrdle apparait dans le choix
des directions, des stratégies a prendre ou a se@mmdre, des exemples pertinents a
considérer. Le contréle prend place également &muse d’évaluations périodiques tout
au long de la résolution pour éviter une impassecontinuer a explorer une voie
prometteuse. Une fois la phase d’attaque finaligdaut prendre le temps de réviser le

travail effectué, action qui dénote d’'une actid&controle.

Phase de révision

Dans cette phase, on révise le travail produit.nbion de contrdle apparait dans la
confrontation entre le résultat obtenu et I'antitipn effectuée dans la phase d’approche.
Elle prend place également lors de la vérificatam la démarche produite, dans la
détection de possibles erreurs.

Mason souligne que le processus de résolution alddgmes est dynamique, on peut
effectuer des allers-retours entre les trois phdasexemple, la détection d’'une erreur ou
d'une imperfection a la phase de révision peut rfaire revenir sur nos pas, soit a la
phase d’approche, soit a la phase d’attaque. kigetide contrdle se définit dans la
capacité a faire des allers-retours entre ces pluases comme représenté dans le schéma
ci-dessous (p. 22) :

< T P
Approche LN Attaque SN
Exemplification Généralisation

En résolution de problémes, I'activité de cont@pparait donc dans I'anticipation du
résultat, lors du choix éclairé entre les difféesntstratégies de résolution, lors
d’évaluations périodiques, dans la détection de=ues et dans la capacité a revenir sur la
démarche adoptée pour résoudre le probleme. Enématiques (Hadamard, 1975), on
retrouve ces composantes du contrfle, le contndildagt la découverte du mathématicien
et étant présent tout au long du travail de redteerc
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L’ACTIVITE DE CONTROLE EN MATHEMATIQUES

Dans son livre, Hadamard (1975) s'intéresse a iddéa conditions qui permettent les
inventions et les découvertesn mathématiques, & travers les témoignages déepis
chercheurs (sa propre expérience et d'autres, carehies de Poincaré et d'Helmholtz). I
définit la pensée inventive comme une pensée «@eést» et « concentrée » :

[...]ily ala pensée « libre » qui a lieu lorsque ndaissons vagabonder nos pensées sans
les diriger vers un but spécial ; et il y a la péas« contrélée » quand la direction est
donnée. Il y a direction de notre pensée quanduodémande quel jour on est ; mais le cas
de la pensée inventive est visiblement différeie Bemande un certain effort de
concentration, non seulement elle est controléés elbe est concentrgpp. 73-74).

Le contrdle est ici défini comme une direction vdkire de la pensée pour permettre
l'invention, la découverte. Hadamard présente leatrg phases qui caractérisent le
processus de découverte : la préparation, I'incabat’illumination et la vérification-
finition. Nous avons constaté qu’un certain comtrékt présent dans trois de ces quatre
phases, méme si ce terme n’est pas utilisé tel :qdehs les phases de préparation,
d'incubation et de vérification-finition. Pour eipler chacune de ces phases, nous allons
nous appuyer sur un extrait tiré d'une conférenoende par Poincaré a la Société de
Psychologie de Parig(lletin de I'Institut Général de Psychologi®3, § année, 1908),
ou il parle d’'une de ses plus grandes découveutels shéorie des fonctions fuschsiennes.
A travers cet extrait, on peut relever les quatrases qui ménent a l'invention et que nous
avons identifiées entre crochets.

Je voulus représenter ces fonctions par le quotidat deux séries; cette idée fut
parfaitement consciente et réfléchie ; I'analogie@les fonctions elliptiques me guidait. Je
me demandais quelles devaient étre les propriéésed séries si elles existaient, et j'arrivai
sans difficulté a former les séries que j'ai appsléétafuchsienne?hase de préparation]
A ce moment, je quittais Caen, que jhabitais alggeur prendre part a& une course
géologique entreprise par I'Ecole des Mines. Leasppéies du voyage me firent oublier mes
travaux mathématiquegPhase d'incubationdrrivés a Coutances, nous montames dans un
omnibus pour je ne sais quelle promenade ; au mbroanje mettais le pied sur le
marchepied, l'idée me vint, sans que rien dans peesées antérieures parit m'y avoir
préparé, que les transformations dont javais fagage pour définir les fonctions
fuschsiennes étaient identiques a celles de la g&@mmon-euclidienne. Je ne fis pas la
vérification ; je n'en aurais pas eu le temps puisga peine assis dans I'omnibus, je repris
la conversation commencée ; mais j'eus tout deesuite entiére certitude[Phase
d’illumination]. De retour a Caen, je vérifiais le résultat & téégposée pour l'acquit de ma
conscience[Phase de vérification].

! Dans lintroduction de son livre, Hadamard prédissil y a une distinction entre une découvertaie¢
invention mais que dans son livre, il ne fera petsecdistinction. « La découverte concerne un phéme,
une loi, un étre vivant qui existait déja mais domt n'avait pas la perception : Christophe Colomb a
découvert ’Amérique, mais elle existait avant [ui.] Cette distinction s’est montrée moins évideqteelle

ne semble au premier abord. [...] Il existe une qt@amntexemples de résultats scientifiques qui e
découvertes aussi bien que des inventions. [...]JtQiee des raisons pour lesquelles la distinctidte fa-
dessus ne nous concerne pas vraiment » (op..c¥), p
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Je me mis alors a étudier des questions d’Arithopétisans grand résultat apparent et sans
soupcgonner que cela put avoir le moindre rappoemnes recherches antérieurfiBhase

de préparation]Dégodté de mon insucces, j'allai passer quelquassjau bord de la mer,

et je pensai a tout autre chog®hase d’incubation]un jour, en me promenant sur une
falaise, I'idée me vint toujours avec les mémescares de brieveté, de soudaineté et de
certitude immédiate, que les transformations aréliques des formes quadratiques
ternaires indéfinies étaient identiques a celleslaegéométrie non-euclidienngPhase
d’illumination] (op. cit., pp. 22-23).

Phase de préparation

En ce qui concerne les fonctions fuschsiennes,cBmns’attaqua au sujet en vain durant
une quinzaine de jours, voulant prouver qu’il nenot pas exister de fonctions de ce
genre idée dont il allait démontrer la fausseté. lIfiedalors une premiere classe de ces
fonctions. Cette premiere phase est une phasexdailtconscient de la part du chercheur.
La découverte passe alors par des efforts vol@staidans ce premier travail, le chercheur
a un objectif clair, bien défini et il travaille @nnaissance de cause. Le contrdle apparait
ici comme la mise en place des relations qui existatre ce que sait le chercheur et ce a
quoi il veut aboutir, le contrdle est présent dengphase consciente du chercheur. Dans
cette premiere phase, ce travail apparait souwnénictueux, le chercheur a I'impression
de faire fausse route, il percoit plusieurs voiesl guppose avoir des chances de conduire
a la solution. Cette premiere étape est essentielleme le précise Hadamard (1975,
p. 50) : « La découverte dépend nécessairementadioh préliminaire plus ou moins
intense du conscient. » En effet, ces efforts m& pas stériles, ils mettent en branle la
machine inconsciente qui va permettre au cherctieuentrer dans la deuxieme phase de
la découvertel'incubation.

Phase d'incubation

Cette deuxiéme phase fait partie d’'un travail irsment. Apres la premiéere phase, il reste
un nombre extraordinairement grand de combinaisbiesprit arrive a percevoir celles
qui sont fécondes ou celles qui pourraient le dievée contréle est défini ici comme la
sélection entre ces idéede chercheur n’élabore pas de combinaisons ewnitit il
n'examine que celles qui sont utiles alors qu’etlesreprésentent qu’une petite minorité.
L’invention est un discernement, un choix. L'esplit chercheur choisit parmi toutes les
idées celles qui sont fécondes (d’ou I'idée de réba}.

Phase d’illumination

C’est le moment ou l'idée traverse l'esprit pendanttins d’'une seconde (dans le cas de
Poincaré, le temps de poser son pied sur une matdientrer dans 'omnibus). Mais ¢a
ne signifie pas que l'idée est assez simple powtemeander aucun travaiPoincaré nous
informe qu’il a da travailler pour la vérifier a saetour de Caen. L'illumination s’est
produite avec une grande soudaineté et une absienpegparation. Elle se produit d’'un
coup, sans effort perceptible. Le mathématiciercar@rdle pas cette idée soudaine, elle
apparait sans crier gare.
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Phase de vérification et de finition

La premiére inspiration de Poincaré, en montansdamnibus a Coutances, suit une
période préliminaire de travail délibéré. La notidm contrble est définie ici comme une
activité de vérification suite a une idée, une higpse. Cette étape a lieu dans le conscient.
Aprés le travail inconscient, un travail consciest nécessaire. En effet, le sentiment
d'absolue certitude qui accompagne l'inspiratiamespond en général a la realité ; mais il
peut arriver que ce ne soit pas le cas. Il faufieés'il en est ainsi par l'intervention de la
raison, tache qui appartient au conscient. Cetés@lenglobe également la finition qui est
inséparable de la vérification et dont le but estpbuvoir exposer les résultats avec
précision. Aprés l'idée initiale, il faut passex aalculs qui demandent de la discipline, de
I'attention et de la volonté (et par conséquenétan conscient). Le contrble se caractérise
ici par la vérification des calculs qui est unetigaassez mécanique du travail. Le
mathématicien n‘accorde pas une confiance aveugleésultats des régles qu'il utilise, il
sait que des fautes de calcul sont possibles etenfédquentes. Le contrble apparait
comme une perception des erreurs, comme nous Bavoeravec Mason en résolution de
problemes. De bons mathématiciens, quand ils featedreurs, ce qui n'est pas rare, s'en
apercoivent bientot et les corrigent.

Il arrive souvent que la double opération de véatibn et de finition du résultat ne
soit pas la fin d'une recherche mais n'en constijulene étape. Chaque étape de la
recherche doit pour ainsi dire s’articuler a lavanie par un résultat de forme précise
qu'Hadamard propose d’appeler « résultat-relaiotre conscient tient compte de ce
premier résultat pour ensuite revenir au staderéggpation. Quand on parvient a une telle
articulation, la nouvelle direction dans laguelée recherche va se poursuivre a besoin
d’étre décidée, de sorte que ces bifurcationstibas clairement I'action directrice du moi
conscient (on voit ici se dessiner l'activité dentrble). Poincaré suit sa premiere
inspiration, en montant dans I'omnibus a Coutaritgsa ensuite une période préliminaire
de travail délibére; et apres cela nous le voyondignt des questions arithmétiques « sans
grand résultat apparent ». |l fait plusieurs dédmst qui n‘ont apparemment aucun lien
entre elles, mais il faudra que le chercheur caamdoces résultats pour continuer son
travail de recherche.

Comme le souligne Hadamard, le controle est prétmmt la pensée inventive, il est
défini comme une direction de la pensée qui estepde facon consciente. Mais cette
direction globale se scinde en plusieurs directidrs effet, aprés chacune des étapes de
préparation, d'incubation, d'illumination et deifiéation-finition, un résultat-relais est mis
en place. A partir de ce dernier, il faut décidamd nouvelle direction & prendre. Le
contrble se définit donc par cette articulationreries différents résultats-relais, par la
décision de la direction a prendre.

Nous pouvons constater que le contrble est présassi bien dans le travail
conscient du chercheur, dans les phases de priépageaide vérification-finition, que dans
le travail inconscient, en phase d'incubation. Rahth phase de préparation, le controle se
définit par la mise en relation qui est faite entee que sait le chercheur et le but a
atteindre : le chercheur met en marche les coraraiss qu'il possede. Dans la phase
d'incubation, le contrble passe par une sélectmrodtes les idées pour ne retenir que
celles qui sont fécondes. Ceci se passe dansrisoant et dans la phase d'illumination,
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cette sélection d'idées devient tout simplemenscdente. Finalement, dans la phase de
vérification et de finition, le chercheur vérifi@a premiere idée, en esquissant quelques
éguations, en détectant les possibles erreursld@gui se sont glissées. Il est intéressant
de constater que le chercheur sent quand sonaesstterroné, ici c'est le contrdle global
de la démarche scientifique qui rentre en:j&i chercheur possede un ordre d'idée du
résultat qu'il doit obtenir.

Dans un autre domaine, en psychologie du développertPiaget et Bullinger,
1974), l'activité de contrble est définie dans untr@a type de tache face aux
contradictions.

L’ACTIVITE DE CONTROLE EN PSYCHOLOGIE DU DEVELOPPEM ENT

En psychologie, I'activité de contrdle peut avaaul aprés un sentiment d'incertitude qui
nait dans des situations présentant des contrawictjPiaget et Bullinger, 1974). Le

contrble intervient dans la prise de consciencecds contradictions et dans leur
dépassement, comme une réflexion rétroactive thche qui repose sur la construction de
négations non données au début.

D'aprés Piaget et Bullinger (1974), la contradictiprovient de l'instabilité des
résultats d'une action qui crée un désequilibrageart du sujet, elle nait de la difficulté a
mettre en correspondance les affirmations et legmtiaghs. Pour mieux comprendre les
propos de Piaget, nous allons rapporter une exp&Eriedans le domaine logico-
mathématique qu'il a menée auprés d'enfants dd? a@ns. L'expérience est constituée
d'une planchette rectangulaire percée de sept troagés chacun par un disque, tous les
disques ont la méme épaisseur et leur diametré deoiproche en proche, selon des
différences de 0,2 mm entre chaque disque, du preau septieme. Les disques sont
nommésA, B, C, D, E, FetG. lIs sont disposés en deux rangées de la facoardei :

NIVANVAN

Le cercleA a 58,8 mm de diameétre et le cer@ea 60 mm de diamétre. Les disques
de A aF sont retenus par une chainette, permettant la a@igon de chacun des disques
avec son successeur uniqguemedtavecA, C avecB, D avecC, E avecD etF avecE. Le
dernier disqués est par contre libre, ce qui permet sa comparasen chacun des autres.
Comme les différences entre les diametres des elsqui se suivent est infime,
imperceptible visuellement, ce qu'on percoit, cet ses égalités entre les diametres des
disques dAA aG: A=B,B=C,C=D,D=E, E=F, F=G. Mais si on compare les
diameétres des disques aux extrémités, on remangi€litférence :A< G (c'est pour des
fins de comparaison des diametres des dis4uess que le disqués est libre, gu'il n'est
pas relié aux autres par une chainette).
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Les expérimentateurs laissent les enfants explergispositif. Par simple perception
visuelle, ils disent souvent étre certains de litgales diameétres des disques. Les
expérimentateurs les questionnent alors sur léioelale G avecA, gu'ils doivent d'abord
anticiper, puis vérifier en placant les disques Bur l'autre. Si les mesures des enfants ont
suivi un ordre relevant de la transitivité, ils mpment en général conscience de la
contradiction.

C'est dans le dépassement de la contradiction gelwain contrble s'exerce. Dans ce
cas-ci, il s'agit de faire intervenir des opéragitogico-mathématiques ; il s'agit de prendre
conscience des différences infiniment petites, mog@ibles entré etB, B et C, C etD,

D etE, E etF, F et G, et de comprendre que la somme de ces différeamesremment
nulles devient une différence constatable eAtet G. Piaget et Bullinger remarquent que
le dépassement de cette contradiction, et dondda em place du contrdle de I'expérience,
ne va pas de soi. Du point de vue du développenmenis allons voir comment un tel
processus de controle se met en place sur le pmiti.

Certains enfants de 5 a 7 ans affirment I'égaktéodis les diametres dea G, puis
ils découvrent qué& est plus grand qua. Alors ils concluent qué& est supérieur a tous
les autres, y compris. Ces enfants ne voient pas de contradiction duae kdes données
qu'ils ont admises antérieuremetiis oublient aussitét qu'ils ont vérifié qie= G, ils
nient donc I'égalité apparente. Ce résultat pedaatlever que le contréle a exercer pour
permettre la prise de conscience de toute contradiest le souvenir des données, des
constatations antérieures.

Certains enfants de 7 a 9 ans constatent unedséagalités transitives de& a G, puis
l'inégalité imprévue entré et G. lls exercent donc un contrdle sur I'expérienceleur
permet de prendre conscience de la contradicti@is its n'arrivent pas a dépasser cette
contradiction. Piaget et Bullinger rapportent ptuss comportements, comme le fait que
certains d'entre eux expriment des doutes sur leuesures, d'autres renoncent a
comprendre, d'autres admettent que la grande@® darie, finalement certains déforment
I'observable ils disent et vérifient quB est plus grand qu&. On peut remarquer que les
enfants de cet age ne possedent pas de contrbte plnettant de dépasser la
contradiction, dont ils sont pourtant conscients.

Les enfants de 9 a 10 ans sont conduits a faiypdthese de différences congues
comme imperceptibles pour lever la contradictiotteetes égalités apparentes et l'inégalité
finale (A <G), mais ils ne sont pas encore en état de déduieecglle-ci constitue la
somme des différences imperceptibles. Piaget etlinBal font [I'hypothése que
l'imperceptible parait aux enfants de cet Age sepr@ une grandeur rationnélie

Peut-étre que ¢a devient toujours plus petit, mais'arrive pas a voir.
— Comment peux-tu le savoir ?
— Parce qu'on a tout essayédp. cit., p. 27).

Et ils ne peuvent pas affirmer avec certitude gpigraperceptible existe :

Je vous ai dit, conclut ainsi Roc, que je ne sagasexactemerfp. 26).

2 « rationnelle » n'est pas ici & entendre au seathdmatique du terme, mais au sens de « faisast agp
raison ».
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Ce n'est que vers 11-12 ans que les enfants censtanégalitéA <G apres avoir
cru a une équivalence générale et ils levent laradiction en admettant l'existence de
différences non perceptibles, qui sont susceptibes'additionner jusqu'a donner lieu a
cette inégalité visible. On peut faire le constaé de contréle qui s'exerce sous l'aspect
d'une prise de conscience des contradictions ebigrble dans le dépassement de ces
contradictions est lié au développement de l'enf@ette partie nous éclaire donc sur la
construction, le développement du processus dedtertthez I'enfant sur un plan cognitif.

La contradiction nait de la difficulté pour les anfs & mettre en correspondance les
affirmations et les négations. Piaget et Bullinganarquent, d'apres I'expérience décrite,
que les enfants vivent des déséquilibres mais @jgerhpensation entre les affirmations et
les négations est insuffisante jusqu'a I'age dankl lls expliquent ces difficultés par le fait
que :

[...] la tendance spontanée de toute action, percemtiocognition en général est de viser
I'affirmation et les caractéres positifs du réedntlis que la négation, sous ses formes
nécessaires, n'est le produit que d'élaboratiom®sdaires, et sous ses formes contingentes,
de perturbations occasionnelles. L'action cons#staodifier le réel, donc a tendre vers un
but positif, et il faut un effort supplémentaire réflexion rétroactive pour apercevoir que se
rapprocher de ce but impliqgue un éloignement pgop@t aux points de départ et une
négation de ces états initiaux. Percevoir consissaisir des propriétés positives données, et
il faut une attente ou une anticipation décues pmnstater qu'une présence escomptée ne se
vérifie pas (ce qui dépasse d'ailleurs le champlalgerception). Il y a un manque de
compensations entre les affirmations et les négataar les affirmations sont beaucoup plus
prégnantes et 'emportent systématiquement surdgationsop. cit., pp. 11-12).

Le contréle dans des situations de contradictiGhsetié a une réflexion rétroactive
sur la tache, qui repose sur une négation desdhsgsrvés (et qui proviennent donc d'une
affirmation). Ce qui explique pourquoi les contcdins restent longtemps inconscientes,
leur prise de conscience implique un contrble qugse par la construction de négations
non données au début, cette construction conduisantdépassement de telles
contradictions. La prise de conscience de la cdmfian ne se produit que quand le sujet
est capable de dépasser la contradiction.

De plus, d’aprés auteurs, le dépassement requext conditions :

[...] les dépassements semblent s’effectuer toujoucs sidux processus solidaires, I'un
extensionnel et I'autre en compréhension : élamgissnt du référentiel et relativisation des
notions. Ces deux processus I'un et I'autre cormsitisivont toujours de pair, a des degrés
divers, puisque le premier, en étendant le chamipduit de nouveaux éléments et par
conséguent de nouvelles relations, qui assouplisgesemotions de dépafop. cit., p. 160).

Dans des situations de contradiction, I'activité cmntrole prend place a deux
niveaux, lors de la prise de conscience de la adition et lors du dépassement de cette
contradiction. En didactique des mathématiquesgiet (1993) relie I'activité de contrble

a une activité cognitive qui se situe a un niveaméa », en lien avec le contenu
mathématique.
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Artigue (1993) distingue des connaissances de tgpta, qu'elle nomme métaconnais-

sances, qui sont liées au contrble et a la prisedéldsion, des connaissances qui
correspondent a la définition de notions et a |puopriétes.

A Tlorigine de lintérét de la didactique des mathéques pour les méta-
connaissances, il y a le manque d'initiative desed face a un probleme nouveau — alors
gu'ils ont appris les connaissances nécessaires rasblution du probleme — et les
nombreux échecs et difficultés qu'ils rencontréms chercheurs (Butlen, Lagrange et
Perrin, 1989 ; Perrin, 1992) ont été alors amen@sanailler sur autre chose que sur les
connaissances mathématiques. Robert (1993, p.dflitde méta en didactique de la
facon suivante :

Nous utiliserons le préfixe méta devant les motmaissances ou cognitif pour désigner des
éléments d'information ou de connaissances sumi@hématiques, et leur fonctionnement
ou leur utilisation, qu'ils soient généraux ou ta@ufiait liés a un domaine particulier. Ce peut

étre donc des éléments de métaconnaissance, wingéthcognition ou des connaissances
métacognitives.

Les métaconnaissances peuvent venir en aide awesélpour leur permettre
d'anticiper, d'agir efficacement. Elles se situanun niveau qui n'est pas celui des
connaissances mathématiques, mais celui d'uneximflesur ces connaissances ou sur
l'acces a ces connaissances. Les métaconnaissamtedonc au-dela des connaissances
mathématiques au sens habituel comme les défigjties théoremes, les propriétés, mais
elles y sont trés liées. On s'intéresse ici a ¢arfadont les éleves abordent les concepts
mathématiques, a leurs représentations sur lesématiques et a la maniere de les
apprendre.

Dans son article, Artigue (1993) distingue une @ssance d'une métaconnaissance
sur la base de I'exemple de cing énoncés, pontares différentes écritures des nombres
complexes :

E1: un nombre complexe peut s'exprimer algébriguendans plusieurs registres : le
registre cartésien qui met en évidence la décortiposien partie réelle et
imaginaire : z = a+ib ; les registres trigonométrique et exponentiel, mattent
tous deux en évidence le module et lI'argument, raaec des caractéristiques

sémiotiques différentes z=r (coaa+ isim et z=r 2,
E2: Siz=r 2, la partie réelle de estr cos et sa partie imaginaire estsira : si

z=a+ib, alors son moduler est égal &/a” +b* et son argument est donné par

les relationscosa = r_a etsina = rQ :

E3: Le registre cartésien est bien adapté au Ilcaleu sommes; les registres
trigonométrique et exponentiel sont bien adaptésadcul des produits, quotients,
puissances, racines.
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E4: Si le probleme & résoudre fait intervenir &cal de la puissance-ieme d'un
nombre complexe, ou la recherche de ses racHi@ses, il faut mettre le nombre
complexe sous forme exponentielle.

E5: Quand on résout un probleme portant sur deglexes, on a intérét a se poser la
guestion du choix d'un registre adapté au traitéraea changer éventuellement de
registre en fonction de l'avancée du traitement.

Ainsi il me semble important de distinguer entres d®nnaissances qui correspondent
directement a la définition de notions et a leurgppiétés mathématiques comme E1 et E2
et des connaissances qui expriment un savoir spetinence, l'efficacité d'une notion dans
un contexte donné, sur les moyens de gérer cettenncomme E3, E4 et E5, voire les
difficultés que I'on risque de rencontrer dans lanipulation de cette notion, les erreurs
habituellement commises et donc les moments oautl faire preuve d'une vigilance
particuliére. Ces connaissances sont nommeées métassancegArtigue, 1993, p. 38).

Utiliser des métaconnaissances (comme E3, E4 our&iesente la possibilité
d'utiliser des connaissances sur des connaissdreemeétaconnaissances permettent donc
une anticipation de I'action. Le contrble dans meétaconnaissances est donc relié a la
conscience des forces et des limites de I'écridaes I'intérét et les avantages de chacune
de ces écritures.

Artigue (1993) remarque qu'il y a une hiérarchigreeries connaissances et les
métaconnaissances. Ainsi,

[... les] métaconnaissances générales doivent pouvoir siegpur des métaconnaissances
plus locales portant sur les domaines mathématicqu@scernés, lesquelles a leur tour
doivent s'appuyer sur des connaissances mathéreatigans ces domaines. La partie
géométrique de la recherche en est ici un exemafgait. Ainsi, il ne sert a rien de
disposer d'une métaconnaissance heuristiqgue généfiirmant l'intérét de I'exploration si
I'on n'a pas les moyens de guider dans le confaéeis concerné une exploration efficace,
de savoir qu'il est intéressant de rechercher lesings fixes d'une transformation
géométrique pour l'identifier si I'on n'est pas abfe d'exploiter les informations recueillies
ou a priori de mener a bien les calculs permettmtocaliser ces points fixég. 39).

Les différents travaux existant dans la littéraememathématiques, en psychologie et
en didactique des mathématiques nous éclairentastivité de contrdle, activité qui est
lite a la nature de la tache a effectuer. Le cttdipasse le regard sur l'activité
mathématique en termes de vérification et de védidail renvoie a un choix éclairé,
délibéré, a une activité méta et non a un automatiCet éclairage sur la notion de
contr6le amené par I'analyse bibliographique préoés permet de constater que dans les
nouveaux programmes d’études au secondaire (MEQB)20activité de contrdle prend
une place centrale en lien avec les trois compétencésoudre une situation probléme,
déployer un raisonnement mathématique et communicuel’aide du langage
mathématique.
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PLACE DE L’ACTIVITE DE CONTROLE DANS LE NOUVEAU PRO GRAMME
D'ETUDES DU SECONDAIRE

Dans le nouveau programme du secondaire (MEQ, 20G&}ivité de contrdle est
présente dans la premiere compétdRésoudre une situation probléntguand il s’agit de
résoudre un probleme, I'activité de contréle pretate sous la forme d’'un discernement,
d’'un choix éclairé entre les différentes stratégaess la mobilisation des connaissances,
dans I'anticipation du résultat, dans la vérifioati la validation de la solution et s’il y a
lieu, dans le retour sur le probléme. On retrousmesde programme d’études du secondaire
les composantes du contréle relevées par Masod ) E2¥Hadamard (1975) :

La résolution d’'une situation-probléme implique discernement, une recherche et la mise
en place de stratégies mobilisant des savoirs. iAgs®ercice de cette compétence amene-t-
il I'éléve a effectuer une suite d'actions tellagegdécoder les éléments qui se prétent a un
traitement mathématique, représenter la situatiombeme par un modéle mathématique,
élaborer une solution mathématique, valider ceti@tson et partager I'information relative

a la situation-probleme et a la solution proposles’agit d’'un processus dynamique qui
comprend I'anticipation, le retour en arriére etjlegement critiquéMEQ, 2003, p. 240).

Cing composantes sont reliées a la compétBéseudre une situation-probleme

1. Décoder les éléments qui se prétent a un traittmathématique.
2. Représenter la situation-probléme par un moteldématique.
3. Elaborer une solution mathématique.

4. Valider la solution.

5. Partager I'information relative a la solution.

Nous retrouvons une activité de contrdle dans ledrg premiéres composantes.

S'il s'agit deDécoder les éléments qui se prétent a un traitemesthématique
I'activité de contréle apparait quand on demand&lave de « Dégager l'information
contenue dans divers modes de représentation uidtigue, numérique, symbolique,
graphique » et de « Cerner et décrire la tAchecanaglir en ciblant la question posée ou
en formulant une ou plusieurs questions » (MEQ,320@2 241). Dans la composante
Représenter la situation-probleme par un modélehgrattique I'activité de contrble
apparait quand il s'agit de « Comparer, au be$misifuation a des problemes semblables
résolus antérieurement », de « Passer d’'un modeemt&sentation a un autre » et de
« Formuler des conjectures » (p.241). Dans la osape Elaborer une solution
mathématiquela notion de contréle intervient quand I'élev&stime, s'il y a lieu, I'ordre
de grandeur du résultat. » Finalement, le conte8teprésent quand on demande a I'éleve
de Valider la solution :« Confronter le résultat obtenu avec le résultignau ; Rectifier
sa solution, au besoin ; Apprécier la pertinenckefficacité des stratégies employées en
comparant sa solution avec celle de ses pairs,odeesseignant ou d’autres sources ;
Justifier les étapes de sa démarche » (p. 241).

L’activité de contrble est également au cceur decdanpétenceDéployer un
raisonnement mathématique« Déployer un raisonnement mathématique consiste
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formuler des conjectures, a critiquer, a justifeer a infirmer une proposition en faisant
appel a un ensemble organisé de savoirs mathéraatigyMEQ, 2003, p. 242).

Au-dela de la composante « Réaliser des démomstisatbu des preuvesdans
lagquelle il s’agit de «[...] choisir un mode demésentation ; Utiliser les moyens propres
au mode retenu ; Recourir, au besoin, a des cemgpiples pour préciser, réajuster ou
réfuter des conjectures; Mettre en forme les tasulde sa démarche; Reprendre
'exercice, au besoin » (op. cit., p. 245), onaatre I'activité de contrdle dans les deux
autres composantes, « Former et appliquer des wésea concepts et de processus
mathématiques »et « Etablir des conjectures »quand on demande a [Iéléve
« [d']Apprécier la pertinence des conjectures regsn».

Finalement, dans la troisieme compétence « Commeani@g l'aide du langage
mathématique », I'activité de contrble est présatdrs la composante « Interpréter ou
transmettre des messages a caractére mathématiquand il faut « Valider un message
pour en améliorer la compréhension, s'il y a lief@p. cit., p. 247).

CONCLUSION

Sur un plan théorigque et dans le nouveau progradiétedes au secondaire, l'activité de
controle apparait comme une notion centrale. Maisrgest-il dans I'enseignement, dans
les salles de classe ? A ce propos, nous reprémaosstat de Perkins & Simmons (1988).

A partir de différents travaux de recherche portsut les « patterns » de non-
compréhension manifestés par des éleves dans edifférdomaines (mathématiques,
physique, informatique), ces chercheurs ont déy&logn modele explicatif qui permet
d’expliquer ces difficultés. Quatre cadres de i&fiée sont impliqués dans ce modéele :
celui relatif au contenu, celui relié a la résauatide problemes, le cadre épistémique et le
cadre gu’ils associent a I'investigation.

L’enseignement met I'accent sur les deux premiadses : le contenu et la résolution
de problémes et il oublie souvent, selon les agtdes deux autres cadres de référence, ce
qui peut expliquer les incompréhensions rencontpéeplusieurs étudiants en sciences, en
mathématiques et en informatique. Ce sont deuxesadie référence qui sont au coeur de
I'activité mathématique. Le cadre de I'investigatienglobe les stratégies qui permettent a
'éleve d’étendre ses connaissances, c’est la mrseplace d'une pensée créatrice,
critique,... Le cadre épistémique réfere aux « norrgésérales », aux stratégies sur
lesquelles se fonde la validation d’un énoncé amxiéments sur lesquels on s’appuie pour
dire que telle chose est valide. Il ttmoigne d’'@oepréhension plus ou moins profonde
de l'activité mathématique par I'éleve. On retroalams ces deux cadres, des composantes
qui définissent une activité de contrble et quiapiés les auteurs, ne sont pas assez
présentes dans I'enseignement des mathématiques.

Ce constat ainsi que le réle central que joueiVdaétde contréle dans le nouveau
programme d’études au secondaire nous amenentsaim@uroger sur les situations, les
stratégies a mettre en place dans I'enseignemant gErmettre le développement d’'une
activité de controle chez I'éleve.
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Validation mathématique et introduction
a I'Algébre en enseignement secondaire

GUSTAVO BARALLOBRES

UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL

RESUME. Considérant l'algébre scolaire comme striment de modélisation (Gascon, Bosch et
Chevallard, 2001) et tenant compte du fait quéol® on ne se situe pas dans la logique des
structures algébriques (position axiomatique), mouss questionnons sur I'élaboration de certaines
connaissances qui réglent le fonctionnement deinsttument, qui permettent de contrbler la
validité mathématique du travail au niveau du medillous montrons d'abord comment le systeme
scolaire contourne la question de la validation shairs algébriques par l'introduction d'artéfacts
didactiqgues construits a limage du fonctionnemdut savoir visé (par exemple, les tuiles
algébriques), renvoyant ainsi la validation a urstéye externe aux mathématiques. Nous
proposons ensuite un milieu non matériel (dansehs gle Brousseau, 1998) qui vise a mettre en
place des interactions autour d'une dialectiqueeele numérique et l'algébrique, dialectique
incontournable, a notre avis, dans ['élaboratiaim dsysteme de validation interne. Dans ce
contexte, nous analysons le changement nécessairestatut de certaines connaissances
arithmétiques, en particulier des connaissanceslasudistributivité de la multiplication sur
I'addition, et les difficultés que ce changemensepaux éléves de® Zecondaire d'une école
montréalaise. Nous interprétons ces difficultéssdancadre spécifique de la situation et dans un
contexte institutionnel plus large, en analysanfdectionnement de ces connaissances sur le
travail arithmétique qui a précédé l'introductiofafgebre.

1. INTRODUCTION

Considérant, avec Gascon, Bosch et Chevallard §2@fifune fonction importante de
I'algébre scolaire est celle qui en fait un insteumhde modélisation, et prenant en compte
gu'a I'école, on ne se situe pas dans la logique steuctures algébriques (position
axiomatique), nous nous questionnons donc surbidéiion de certaines connaissances
qui reglent le fonctionnement de cet instrumenduetpermettent de contréler la validité
mathématique du travail au niveau du modéle.

D’abord, nous montrerons rapidement comment leesystscolaire contourne la
guestion de la validation des savoirs algébriques’mtroduction d’artefacts didactiques
construits a 'image du fonctionnement du savasévjpar exemple, les tuiles algébriques),
renvoyant ainsi la validation a un systeme extermae mathématiques. Nous proposons
ensuite un milieu non matériel (dans le sens deigeau, 1998) qui vise a mettre en place
des interactions autour d’'une dialectique entr@deérique et I'algébrique, dialectique
incontournable, a notre avis, dans I'élaboratiamdsystéme de validation interne. Dans ce
contexte, nous analysons le changement nécessaistatlit de certaines connaissances
arithmétiques, en particulier des connaissancescetnant la distributivité de la
multiplication sur I'addition, et les difficultésug@ ce changement pose aux éléves de
deuxieme secondaire dans une école montréalaise.
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2. LA VALIDATION DANS LE SYSTEME SCOLAIRE

La problématique de la validation intellectuellengldes institutions scolaires semblerait
relever du domaine exclusif de la géométrie. Clagdilary (1999) a identifié I'absence de
validation en algébre dans les manuels scolaicamment dans les situations invitant les
éleves a observer des régularités et a expriméargyage symbolique « la » régle reliant

un nombre et son rang dans une suite.

Nous avons montré que les manuels scolaires corgntita question de la validation
des savoirs algébriques par l'introduction d’artéadidactiques construits a I'image du
fonctionnement du savoir visé (par exemple legsudllgébriques), renvoyant la validation

a un systéme externe aux mathématiques (Barallchagsparaitre).

Dans ce systéme, l'unité est représentée par taire carré de coté 1, la variabte
par l'aire d’un rectangle de cotés letl'aire d’'un carré de cot& représente et le
volume d'un cube de coté représenteC. Voici la proposition du manueCarrousel

(Breton, 1995).

REPRESENTATION DE POLYNOMES A UNE VARIABLE

Nctivite Les tuiles algebriques

Pl

La carta rouge ¢i-contre mesure | unita oe oot | N
2 b |
Cuslla est alme de ce carra ? !

Le rectang e ¢l-contre & une longueur de x unilés &1 | R
une largewr da 1 unité. Qualis 38 son aire ¥ X
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Comeenons d'utiliser cae objets
pour représenier respectivement
les fermias 1, &, k< kL

Le grand carsd ci-contra
g unités de abld,
Cuzlie 25t 500 aire ¥

Cual terme algébrique e cube
sl-cantre paut-l raprésenter
gt paurquol T

Présentation des tuiles algébriques dans la cateCarrousel Mathématique,

3° secondaire, tome 1, p. 248 (Breton, 1995)
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Des couleurs différentes sont associées aux cafficpositifs et négatifs. Les opérations
sur les polynédmes sont définies en utilisant cpsagentations géomeétriques, énoncant des
regles dans ce nouveau systeme, comme :

-« additionner un tout, c’est additionner chacuneateparties »
-« soustraire un tout, c’est soustraire chacuneedeparties et soustraire une partie
revient a additionner son opposé » ; etc.

Les limites du modéle surgissent rapidemesar exemple I'équivalence entre (-
et —3¢ ne peut pas étre justifiée dans ce contexte pi@sentation de polyndmes de dégré
supérieur a 3 est impossible...

L'algébre est un « ensemble de régles d’actionanslxe nouveau systeme, l'auteur
définit les regles de maniere a ce qu’elles s@entorrespondance avec le fonctionnement
des savoirs algébriques en question ; il ne pent doe les communiquer sans aucun type
de justification. La validation est ainsi absolumnerontextuelle et externe a la
mathématique.

Ensuite, une décontextualisation abrupte permetréduction des polynébmes avec
des coefficients rationnels, afin de pouvoir enfiealement dans le monde des calculs
algébriques ; elle n’a pas de support (de connaiesd pour le traitement des objets qui en
résultent et n'a pas non plus lintention de progluine étude « mathématique » de ces
objets (ce qui impliquerait d’aborder le probleneeld validation des savoirs développés).
Elle vise plutdt a fournir un ensemble « de regldgu’il faut accepter sans comprendre
les raisons mathématiques de leur fonctionnementj pouvoir pallier les limites de la
contextualisation. Ainsi, I'algebre est loin d’éwe outil de modélisation. La validation
des calculs se rapporte toujours au contexte «ebncla représentation de variables par
des objets physiques, puis I'élimination de la etitiue arithmétique-algebre, rendent
impossibles les validations mathématiques (ou lasttaction de connaissances qui
pourraient permettre la construction de normesatidation en algebre). On ne fait jamais
appel aux propriétés des opérations (a des savoamthématiques) pour justifier
I'équivalence d’expressions algébriques ou poucutad a I'aide des polyndmes : par
exemple, il n'existe aucune référence dans les mland la propriété distributive pour
justifier I'équivalence 8 + 2n = 5n (Barallobres, a paraitre).

3. LA DIALECTIQUE ARITHMETIQUE-ALGEBRE, A LA BASE D E
L'ELABORATION DE CONNAISSANCES POUR LA VALIDATION
INTELLECTUELLE

Les rapports arithmétique-algebre ont été caragenpar différents chercheurs en termes
de continuités et de ruptures (Arzarello, 1993 laBlaeff, 2001 ; Bednarz et al., 1996 ;
Chevallard, 1989 ; Grugeon, 1995 ; Kieran et a®96l; Lemoyne et al., 1996 ; Lins,
2001 ; Radford, 1999, 2003 ; etc.). La problématiciu rapport entre le traitement
sémantique (contextuel) et le traitement syntaxiges expressions algébriques a été
abordée, entre autres, par Arzarello (1999), Bo@@01l) et Balacheff (2001). La
suspension du sens contextuel dont le but estrdtedans le plan syntaxique n’implique
pas I'absence de sens mais plutbt la construction sens « interne », dans le contexte
duquel la validation intellectuelle pourrait avaime place. A notre avis, cette construction
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ne peut ignorer la dialectique arithmétique-algéérdes régles du fonctionnement de
I'algébrique ne peuvent que s’élaborer a l'intéride cette dialectique.

Notre travail s’insére au cceur de cette dialectigmeessayant de mieux comprendre
la place de l'arithmétique (le fonctionnement desr@issances arithmétiques) dans la
construction et la validation de l'algébre scolaitén des aspects fondamentaux a
considérer est le changement de statut des op@saiithmétiques et de leurs propriétés :
d’outils permettant d’obtenir un résultat numérique de le controler, elles deviennent
moyens servant a établir des équivalences d’expressumeériques/algébriques (calculer
et valider : Broin, 2002).

La construction d'un espace didactique, favorisanthangement de statut dans les
classes de mathématiques, devient nécessaire & étatte. Les questions suivantes ont
guidé la construction d’'une situation qui poursatplacer a I'intérieur de cet espace.

1. Dans quel contexte (a l'intérieur de la dialecte arithmétique-algebre) serait-il
nécessaire d’établir 'équivalence d’expressionséuiques-algébriques ?

Chevallard (1989) propose I'étude de certaines np¥td#s numériques et leur validation,
comme un contexte possible en vue de donner unageoalcul algébrique. Mais certaines
recherches (Arsac, 1997 ; Hoyles, 2000) et audsé rexpérience personnelle démontrent
que, lorsqu’il s’agit de valider une propriété nuigée (en général, incluant un domaine
de validité infini), les preuves des éléves ne déeat pas, majoritairement, 'empirisme
naif (Balacheff, 1987). L'établissement des eéqumaks d’expressions numeériques/
algébriques pourrait acquérir un sens dans le gtanties preuves intellectuelles et non pas
dans celui des preuves empiriques. Alors :

2. Comment aider les éléeves a dépasser ce niveqirigne de validation et leur
permettre d’entrer dans un jeu intellectuel ?

Pour étudier ces questions, nous avons choisi dstreire des situations didactiques

(Brousseau, 1998) dans lesquelles I'enjeu n’estl@padetermination de la vérité d’'une

propriété numeérique, mais plutét I'explication depourquoi elle est vraie ou ne I'est pas.

Une question encore plus précise découle de c& choi

3. Quelles conditions didactiques permettraientnda&ger les éleves dans la recherche
d’une explication et dans la recherche de la corhpréion ?

Pour Piaget (1974) la compréhension est une relobedéquilibre, elle implique la
recherche des raisons qui ont amené le résultahobSelon DeBlois (1995), pour qu'il y
ait recherche de compréhension, la poursuite dutndbit étre perturbée par un obstacle
ou une lacune, le résultat obtenu doit surprentiogitefois, la pensée offre d’abord des
résistances aux changements en annulant ou eantejatperturbation qui provoque un
déséquilibre. L'enfant arrive alors a réaliser @esnpensations incomplétes mais plus
economiques.

La situation que nous présenterons construites dancadre d’une ingénierie
didactique (Artigue, 1990, 2002) — a été choisie fdgon a provoquer certains
déséquilibres. La recherche d'un équilibre va eaxige fonctionnement différent des
opérations arithmétiques et de leurs propriétés.
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4. LA CONSTRUCTION D'UN MILIEU POUR LA VALIDATION E T LES
VALIDATIONS PRODUITES PAR LES ELEVES

Nous présentons une description générale de latisitu Une analyse détaillée se trouve
dans Barallobres (2005).

4.1. La situation retenue

Il s’agit d’'un jeu auquel participent des équipes4déléves au maximum. Chaque équipe
doit choisir deux nombres naturels, le second éihrst petit que 800, et faire les calculs
suivants :

1) Trouver le produit des nombres choisis.

2) Ajouter 7 au premier nombre choisi et multipl@r résultat par le second nombre
choisi.

3) Enlever au résultat obtenu en 2) le résultatruben 1).

L’équipe gagnante sera celle qui obtiendra comreeltat final le nombre le plus grand.

4.1.1. Pourquoi cette situation peut-elle provoquerdéséquilibre ?
Nous avons choisi deux variables fondamentales @oiure avec les pratiques
arithmétiques :

1. Dans les pratiques arithmétiques, un résultacesgénéral dépendant de I'ensemble
des données du probléme. Dans notre situatiorédeltat ne dépend pas d'une des
variables engagées pour 'obtenir.

2. Une autre caractéristique dominante des pratiqughmétiques est l'unicité de la
solution dans la résolution des problemes. Dangersgituation, il y a une infinité de
solutions. La limite imposée au choix du deuxiérenhre garantit I'existence d’'une
valeur maximale, pour une infinité de paires deve initiales.

Le déséquilibre ne se produira pas au niveau destaés obtenus (on s’attend a ce
gue tous les groupes gagnent au jeu), mais au wnidea processus engagés pour les
obtenir : sur la base d’hypotheses différentes guax processus de production des
résultats, les équipes obtiendront des résultayaagds. Lever la contradiction implique
d’entrer dans un jeu intellectuel.

4.1.2. Quelles sont les connaissances impliquées ldarecherche d’'un équilibre ?

La recherche d’'un équilibre exigera une prise descience des relations qui portent sur le
processus engagé dans I'obtention des solutioeagprocessus, lié a l'algorithme proposé
dans I'énoncé de la situation, devient objet diexéin et provoque I'analyse des relations
impliquées dans I'algorithme donné. Comme il s'algit'entrée en algébre (les lettres ne
sont pas encore disponibles pour représenter la$ores impliquées), cette analyse exige
le développement d’'une nouvelle pratiqugarder des traces relatives aux opérations faites
sur les nombres choisis, lire des informations dassécritures numériques produites et
opérer sur ces écritures afin de produire de nées/@formations. Cette nouvelle pratique
devrait impliquer un fonctionnement différent descaissances sur les opérations qui ont
trait aux nombres naturels et a leurs propriétes.
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4.2. Les productions des éleves la recherche de I'équilibre

Nous avons expérimenté la situation dans deux edade deuxieme secondaire d’'une
école montréalaise. Nous présentons les trois tyjeeplications produites par les éléves.

a. L’exemple particulier

E44: Mettons 90000 et 299,
900000° 2999 ca fait 99100000 (1)

+7
900007 2999 ¢a fait 599120993 (2)

L’éléve souligne 2093 et remarque que méme si les 5 premiers chifvas égaux
(dans (1) et (2)), la différence est toujours Ordes 5 premiers chiffres et 293 pour ce
qui reste.

Les éléves de ce groupe expriment oralement qu@iuy lien entre 2093 et le « 7 »
ajouté au deuxiéme pas, mais ils ne reconnaisseneipcore, dans I'écriture a gauche, la
relation spécifique avec ce « 7 ». lls doivent pagmr les résultats pour montrer qu’'on
obtient 2M093. Afin d’éviter de « cacher » ce qu'’ils veulembntrer, les éleves choisissent
des nombres spécifiques — qui se terminent pazéless — afin de pouvoir « garder la
trace ».

Pour nous, il n’y a pas, dans cette explicatiomltEngement, de fonctionnement des
connaissances arithmétiques. Pourtant, cette preangrique (différente de I'empirisme
naif, au sens de Balacheff) est un point d’appuimeétant un plus grand niveau
d’explicitation. Mais la particularité sur laqueliette preuve empirique se fonde ne résiste
pas a la question de la généralité.

b. L'exemple génériquéBalacheff, 1987)

E3: On considere 10 et 8.

E1l: 10" 8 = 80. Maintenant, 17 8, ca fait 136.

E3: Non, d’abord on sépare le 17, on fait 10 @lus
Puis, on fait 10 8 et 77 8. Le premier fait 80 et le deuxiéme fait 56. On
fait I'addition et on obtient 136.
Dans le premier calcul, tu as fait 1@ = 80 et dans le deuxieme calcul,
10" 8et7 8,17 8, ce quifait 136. Apres, il faut faire la difédrce
entre ce résultat et 80 ; ¢a fait 56.

E3: Alors, si tu le fais directement, 18 — 10" 8 ¢a fait 0
etil reste 7 8 = 56. As-tu compris ?

E1l: Pas trop, laisse-moi penser...

Le choix de nombres plus petits pour « mieux comgre » laisse entrevoir le caractere
générique de I'exemple utilisé (ils avaient propagparavant les nombre9@0 et 299).

Le premier nombre se termine, encore une foisPp&re choix facilite les calculs et
permet de garder la trace de ce qui a été ajoQtét(17). Les opérations et leurs propriétés
ne sont pas utilisées seulement comme moyens del,cdé sont aussi des moyens pour
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exprimer les relations engagées. L’'algébre, mémms dettres, n'est pas un outil de
modélisation du problémdes premiéres écritures som@7 et 17 et non pasi®0 + 7 ou
10 + 7. Le premier outil est l'arithmétique, quivamt insuffisante & mesure que le
probleme avance. Un fonctionnement algébrique dnémiggue commence a émergees
éleves avaient déja identifie, pendant le momeptoeatoire de I'activité, le rapport entre
20993 et 7 2999 (transformation et anticipation, Boero, 20@8§.plus, ils se sont poseés,

a eux-mémes, la question de la généralisation.

c. Lorsque les lettres apparaissent

E3: On a remplacé le premier nombre yat le deuxieme nombre par
La deuxieme étape egt+ 7 foisz:

(y+7) z;cequiresteesy@t+7) z-y~ z
Maisy s'annule ¥+ 7)" z—y~ z
cafait 77 zetzest 2999.

Prof (s’adressant a la classe) : Comprenez-vous ?

Certains éléeves : Oui!

ELl: C’est pas correct, parce que I'on peut pas fay +y a cause qug” z
sont ensembles gt+ 7 est en parenthéses... de toute facon si on fijouva
le faire, il resterait deux z», il resterait pas juste’7z... il y aurait plus
de «z»...

Prof :  Avez-vous compris ce qu’elle dit ?

(Silence)

E2: On peut écrirg” z+ 7" z-y~ z

Prof :  Pourquoi ?

E3: Parce quey(+ 7)" z cafaity” z+ 7" z

El: Ety” z s'annule...

Prof :  Etes-vous d’accord ?

Certains éléeves : Oui! (peu d’éleves participelat discussion).

(.-

E1l: Moi, il y a quelque chose que je comprends.pas
dansy” z+ 7 z-y~ z pourquoiy a-t-il un plus ?
E4 . Parce que lorsque tu éciys{7)” z, comme I'on a ajouté quelque chose

a «y», ona«plus » que” z..on aenlevé la parenthése, on a fait
y~ z aprés 7 zet ensuite la somme.

Prof : Qu’est-ce que vous en pensez ? (SILENCE)

Observateur : Comment faites-vous 99 ?

E12: 100 5moins I 5.

Observateur : Sil'on a 2015, pourrait-on écrire 200 + 1 fois 5 ?

Eléves Oui, on fait 200 5+ 1" 5.

Observateur : Cette écriture a I'air de quoi ?IQuien a déja entendu le mot
distributivité ?

Certains éleves : Quoi ? Non.

Méme si les éléves utilisent des lettres pour mseéles relations impliquées dans
le probleme, le rapport entre les propriétés dtesys modélisé et celles de I'instrument de
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modélisation ne va pas de soi. De fait, ils utilisenplicitement la propriété distributive
sur le plan numérique — méme s’ils ne la reconeatspas explicitement — mais
I'introduction de nouveaux objets (I'expressionéigque ¢ + 7)° 2) pose des difficultés.
L’exemple proposé par I'observateur n’est pas nggula classe comme ayant caractere
d’exemple générique, c'est-a-dire comme un liersiptes entre le particulier et le général.
La définition des opérations sur ces nouveaux skjetpressions algébriques) ainsi que
leurs propriétés exigent plus qu’une simple gémsatbn des propriétés de I'arithmétique.

5. EN GUISE DE CONCLUSION

Tel que Chevallard (1989) le remarque, entre lectionnement arithmétique et le
fonctionnement algébrique, il y a une distance —seut— que nul procédé
« d’abstraction » (dans le sens de « tirer la ieéde la réalité ») ne peut venir combler.
Pour Piaget et Garcia (1982), ce saut est le dmiiplusieurs généralisations constructives
(processus de réorganisation des constructionsieunigs) et non pas inductived ne
s’agit pas d’assimiler de nouvelles connaissancates formes déja construites mais
d’engendrer de nouvelles organisations structiugelle

Si la propriété distributive peut se justifier, pdas nombres naturels et rationnels
positifs, en faisant appel aux définitions des apéns et a d’autres propriétés, comment
apparait-elle pour des nombres relatifs ? Le senia dnultiplication des nombres relatifs
et de leurs propriétés implique déja un fonctioneemparticulier des connaissances
arithmétiqgues. Comme Glaeser (1981) le remarqueévalution accomplie par Hankel
consiste a renoncer a la nature des exemples yeatiqui « expliquent » les nombres
relatifs et a accepter qu'il s'agisse de nomlimgentés, imaginés.

En connaissant les propriétés additives de IR ehudtiplication dans IR Hankel
propose explicitement de « prolonger » la multgdion de IR & IR en respectanin
principe de permanencda structure algébrique cherchée doit avoir denles propriétés,
entre autres, les distributivités a gauche et aeadtdl s’agit d’'une rupture idéologique, un
saut épistémologique permettant d’accepter la aatidalisée des objets mathématiques,
en vue de les insérer dans un discours hypothdédoctif.

Quelles organisations (et réorganisations) des aiesances arithmétiques sont
nécessaires pour favoriser le saut épistémologiguanplique la reconstruction de
'algebre scolaire ? Comment les organiser didaetigent ? Quelles problématiques
pourraient commander ce saut épistémologique, dansadre d'une reconstruction
artificielle des savoirs ?

Enfin, quelles sont les caractéristiques de laedt@ue arithmétique-algébrique,
dialectique nécessaire, a notre avis, a la reamtgin scolaire de I'algebre ?
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Validation autour de la notion de complétude
de 'ensemble des nombres réels

ANALIA BERGE

CONCORDIA UNIVERSITY

RESUME. En analysant I'évolution de lidée du wtiau » dans I'histoire des mathématiques, la
facon dont se sont établis les liens entre ceéte @ la notion moderne de complétude, et les choix
didactiques effectués pour introduire et travaillsgs notions, nous nous sommes trouves
confrontés a des réflexions didactiques sur lay@we la rigueur. Nous présentons comment dans
I'histoire la notion de complétude apparait de faguiltiforme, la diversité étant liee notamment a
au degré d’'explicitation et au statut qui sont dina cette notion : on constate que la riguelar et
précision des définitions sont au cceur des changmsnue statuts. Dans I'enseignement, nous
pressentons quelques difficultés qui surgirontpsi utilise cette propriété dans les démonstration
des énoncés qui, dans les contextes de représestgtiaphiques, semblent étre évidents.

1. INTRODUCTION

Nous avons lintention, a travers ce travail, dentdbuer a l'analyse des conditions
didactiques qui pourraient favoriser I'évolution wavail mathématique — par rapport aux
exigences de rigueur, d'exactitude, de justificatb de preuve — chez les étudiants des
premiers cours universitaires. Nous aborderongjaestions dans un contexte particulier :
la notion de complétude de I'ensemble des nomlé@s (IR). Dans le travail suivant, nous
utiliserons le motomplétudgpour nous référer a la propriété de IR qui perg ptésentée
comme

chaque ensemble de nombres réels, non vide et Isupé€rieurement, admet une
borne minimalgou plus petite borne supérieure, ou supremguilappartient aR

ou sous des formes équivalentes. Nous utiliser@msdtcontinuité pour nous référer a la
propriété analogue vérifiée par la droite.

De fagon générale, ce travail s’inscrit dans ce aj@été dénomme®idactique de
I’Analyse selon l'optique francaise. M. Artigue (1998) seuti qu’'en Analyse, comme
aussi dans d’autres domaines, on travaille d’abardles objets préconstruits, auxquels on
essaie de donner un sens par un ensemble de psatifjison avis, ce n'est que dans un
dernier temps que ces objets vont prendre le sthtltjets construits assujettis a des
définitions. Nous pouvons interpréter ceci dansde de I'ensemble des nombres réels :
nous constatons que dans les premiers cours uities de calcul différentiel, les
étudiants appuient leur travail sur une notion itive de I'ensemble des nombres réels,
avec des idées ou des formes de représentatioreqdéent le travail des étudiants non
opérationnel et n’habilitent pas non plus ceux-@&caéire des démonstrations. Quand on
passe a I’Analyse, une véritable reconstructiomésessaire. Cela pose des problemes qui,
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d’aprés moi, sont reliés a la rigueur et a la peeswoomme on peut voir dans les deux
exemples suivants. Les étudiants d’Analysedivent faire I'exercice suivant.

Exercice :

Soitf une fonction continue définie sur IR, et telle que
IMmye«xf(X)=+¥ et limey f(X)=-¥.

Démontrer qué est surjective.

L’énoncé de cet exercice n'est pas nouveau poutieiants mais ce qui les étonne,
c’est d’avoir a le démontrer. Face a un tel exerctthabitude, les étudiants posent des
questions comme celles-ci : « Est-ce que c’estssaie de démontrer ¢ca ? », « Ca, on le
voit. Je ne comprends pas ce que vous voulez gdénmntre », « Qu’est-ce que je peux
considérer comme valide ? », « Jusqu’ou est-cgadeis démontrer ? », « Par ou je dois
commencer pour démontrer ¢a ? ». Dans ces questmus trouvons deux types de
difficultés du co6té des étudiants. Premiéremergeihblerait qu’ils ne considéerent pas cet
exercice comme une tache légitime. En effet, lasxg@emiéres questions suggéreraient
gu’il n'y a rien a démontrer, compte tenu que I'éo® semble évident. De plus, on entend
tres souvent des commentaires similaires a celdadieuxiéme question : il semblerait
que les étudiants voient la démonstration de tetmé&s comme une tadche a accomplir
pour satisfaire I'enseignant, plus que comme utigigicintéressante pour eux du point de
vue mathématique. Deuxiémement, on peut percewaois tbs trois derniéres questions des
difficultés liées a la mécanique de la démonstmatigplus précisément, dans la
reconnaissance de ce qu’on accepte ou non comnake \&alant de commencer. Bien que
ces questions ne soient pas le résultat d'une emeRtation, elles sont représentatives de
celles qui circulent dans les périodes de consoiftat

L’autre exemple est [#héoréme de la valeur intermédidirejui provoque aussi le
guestionnement des étudiants sur la nécessité id’'amothéoreme et une démonstration
pour « une chose si évidente ». Démontrer ce qubkeévident requiert de la réflexion.
Pendant les années 80, les recherches didactigudessdémonstrations en géométrie
semblaient mettre en valeur I'aspesinvaincre Mais les preuves ont d’autres réles
fondamentaux, notammewlécider (de la vérité ou de la fausseté d’'une conjectete)
expliquer donner des raisons. Bien sir, démontrer ce qubkeévident n'est pas relié a
convaincre ni a décider. Ce qui est en jeu tieatsah la compréhension et aussi, a la
recherche de raisons. A travers la compréhensiaredbaéoréme, a travers son traitement
ou celui de l'exercice présenté ci-dessus, sont emisplace les notions de fonction
continue, de la droite et de sa continuité, deotamétude de I'ensemble des nombres réels
et de la correspondance entre points et nombregguCest évident — sous certaines
interprétations de droite et de courbe — est l¢ davoir un point ou celles-ci se
rencontrent. Par contre, on demande aux étudiamtdédnontrer quelque chose sur les

! Analyse I, Université de Buenos Aires, Faculté Sesences Exactes et Naturelles, cours destiné aux
étudiants de Sciences Mathématiques, Sciences (Rlegsiet Sciences Chimiques. Ce cours a comme
préalable un cours de calcul différentiel.

“ Le Théoréme de la valeur intermédiaire peut s’éapeomme suit : softune fonction continue, définie
sur l'intervalle réel §, b, et telle que les signes di@) et f(b) sont différents. Alors il existe une valeur
a<c<b, telle quef(c)= 0.
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nombres... Quelles sont la portée et les limites @’validation basée sur la continuité de
la droite ou sur une idée intuitive de la complétuet quels pourraient étre leurs impacts
sur les conceptualisations des étudiants ?

Ce sont des questions tres larges auxquelles neuprétendons pas répondre
completement ici. En revanche, nous proposons eeslear quelques éléments de réponse,
en nous référant premierement a I'évolution deékiddu « continu » dans I'histoire des
mathématiques, et a la fagcon dont se sont étadisidns entre cette notion et la notion
moderne de complétude (on peut trouver une andliggeriqgue et épistémologique plus
ample dans Bergé et Sessa, 2003). Deuxiememert,utitiserons cette analyse historico-
épistémologigue comme cadre de référence pour paes questions, d'ordre
institutionnel, liées a la validation des affirnoaits mathématiques.

2.  L’EVOLUTION DE L'IDEE DU CONTINU

La premiére référence au continu que nous avons/ém se situe dans lédéments
d’Euclide (3 siécle avant J.-C.). Par exemple, dans la prdposit du livre 1, Euclide
explicite et justifie minutieusement chaque padadeonstruction d’un triangle équilatéral
en utilisant les définitions, les postulats et lstions communes qui précedent la
proposition,sauf I'existence d’un point commun aux deux certrieses avec le compas.
On remarque qu'il s’agit la de quelque chose des pjue la simple omission d'une
justification : I'existence de ce point d’intertiea n’aurait pu étre justifiée sur la base de
ce qui précéde cette construction dansHEsnents Pour pouvoir démontrer I'existence
d’'un point d’intersection, on aurait besoin d’'unspdat de continuité de la droite. Il y a
d’autres cas, par exemple, les propositions 12alRlivre 1, ou Euclide utilise le point
d’intersection entre deux cercles ou le point @isection entre une droite et un cercle.
Pourquoi Euclide tient-il pour acquise I'existert®s points d’intersection, sans recourir a
un postulat qui la justifie ? C’est un fait remaale, déja signalé et interprété avec des
nuances différentes pour ceux qui ont étudié Eaclitette propriété, peut-étre liée a une
image mentale de la droite ou a ses formes de sepiation, a été implicitement
considérée par Euclide comme une propriété de ddedrVingt-deux siecles plus tard,
c’est en se questionnant sur le statut a donnett@ propriété, sur son caractere naturel ou
non, qu’on a envisagé la complétude du systeme ngugécomme un probleme a étudier.

Chez les Grecs, le fait de ne pas exprimer numeémgmt les rapports entre
grandeurs incommensurables a résulté en une cetiEmsion entre le développement de
I'algebre et le développement de la géométrie.ilisation des nombres était circonscrite a
I'algebre, et toujours liée aux phénomeénes discedtss que la géométrie s’occupait des
grandeurs continues. La géométes donc devenue le domaine naturel de validation d
travail avec des grandeurs continues, et cela @scypant une place trés importante.
Compte tenu gu’une grande partie des développemeattsématiques occidentaux a suivi
la tradition des grecs, on comprend le rble prat&éie joué par la géométrie dans
certaines productions mathématiques arabes et @mops. De plus, cela a continué
jusquaux 17 et 18 siécles. Au début du i8iécle, on a commencé a douter de la rigueur
des arguments basés sur des représentations giguesetr
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Plusieurs siécles aprés Euclide, on peut trouverautie exemple d’utilisation
implicite de la notion de complétude dans les &udee G. Cardano (iGiécle) et
postérieurement Bombelli (aussi duf B&cle) ont réalisées pour obtenir des solutians a
équations cubiques (Zariski, 1926). Cardano fdaérirenir un argument numeérique qu’on
qualifierait aujourd’hui de précurseur du théoréde la valeur intermédiairedans sa
résolution de I'équation cubiqué+q = pxé, p>0, g>0, Cardano postule qu’il y a un certain
nombre positifx = N tel quex®+q< px (sous la condition que < 4p%27 ; il suffit de
prendreN = 2p/3). D’autre part, sk=0, on a bien quec+q>pxX, et il y a des valeurs
suffisamment grandes depour lesquelles®+q > px¢ (par exemplex = p+q). Cardano en
a déduit I'existence de deux racines positiveqyd’'entre zéro el et I'autre entreN et
guelque valeur suffisamment grandexdd semble y avoir une intuition de la complétude
du domaine numérique derriere I'assurance qu'existie telles racines. Pour sa part,
Bombelli a examiné les arguments donnés par Carearm offert une justification en
utilisant des représentations graphiques qui atilisa continuité du mouvement, une sorte
« d’argument dynamique ».

Dans les 17et 18 siécles, le développement du Calcul était lié s geblémes sur
lesquels les mathématiques agissaient comme oetimddélisation. L’existence des
nombres cherchés n’était pas un probléeme qu’orosaifpa ce moment-la ; cette existence
était déja donnée par la nature des phénomenegstyshr exemple le calcul d’'une
distance ou d’'une hauteur. Pour sa part, I. Newtaonsidéré explicitement les grandeurs
non pas comme constituées de parties arbitrairepedites, mais plutét comme générées
par un mouvement continypour lui, les droites et lignes ne résultent gad’addition de
leurs parties, mais sont plutét le résultat du neowent continu d’'un point (De Gandt,
1990).

Dans ces passages de I'histoire des mathématigue®jt qu’au moins jusqu’a la fin
du 18 siecle, la continuité de la droite était implicitent tenue pour acquise. Comme on
verra dans ce qui suit, ce statut changera, orrgibdire, comme l'une des conséquences
de la création des géométries non-euclidiennes.

3. LES PREMIERES EXPLICITATIONS DE LA COMPLETUDE

Le développement des géométries non-euclidiennasiené a problématiser le rapport
entre les mathématiques et la réalité, et celasaitéuplusieurs mathématiciens du®19

siécle a se questionner sur la portée de la gémmoetmme modéle de I'espace physique.
Une sorte de méfiance s’est installée quant au irdlgortant joué par la géométrie

jusqu’alors. Les arguments basés sur les représmrga@raphiques ont été implacablement
remis en question. Les mathématiciens ont alors a&téenés a rechercher une
reconstruction de I'Analyse, exclusivement basée das concepts arithmétiques. Par
rapport a I'ensemble des nombres réels, quelquewiptés qui le caractérisent lui étaient
attribuées naturellement et étaient considéréebcégment sans une discussion sur leur
validité, comme nous l'illustrerons dans les detpcpains exemples.
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3.1. Premier exemple :
Une condition suffisante pour la convergence desites numériques et séries

B. Bolzano (début du £%iécle) a affirmé que la convergence des suitesérigues est
assurée si la distance entre ses termes est atissique désirée a partir d’'un certain rang
(Jarnik, 1981). L’existence de la limite des suit@sifiant cette propriété — de telles
suites sont aujourd’hui nomméesiites de Cauchyu suites fondamentales- est
absolument indispensable si I'on veut faire de BAse, mais elle ne pouvait pas étre
démontrée en utilisant seulement les propriétésndesbres connues a ce moment-la.
Cauchy a pour sa part, dans fours d’Analyseénoncé une affirmation analogue, en
admettant sans discussion l'existence de la liditee suite vérifiant la propriété ci-
dessus.

3.2. Deuxieme exemple : Le théoreme de la valeur interédiaire

Cauchy énonce ce théoreme et en donne deux démtsrdans son livre. Vis-a-vis de
nos connaissances actuelles, les deux sont bagées gju’'on peut percevoir dans les
représentations graphiques. Les deux extraits stavalonnent une idée du type
d’arguments qui y sont invoqués. Les caractéres gnaété rajoutés par nous.

Pour établir la proposition précédente, il suffe fhire voir que la courbe qui a pour
équation y ={x) rencontrera une ou plusieurs fois la droite qupaur équation

y = b dans l'intervalle compris entre les ordonnégs correspondent aux abscisses
X et X ; or c’esevidemmente qui aura lieu dans I'’hypothese admigesavoir qué
est continue dans l'intervallg[ X] etf(xo) <b <f(X) ] (Cauchy, 1897, p. 50).

La droite [d’équationy = b] passeranécessairemenentre ces deux pointfles
points &, f(x)) et X, f(X))] ce quelle ne peut faire sans rencontrer dans
I'intervalle la courbeci-dessus mentionnéelem, p. 51).

Cauchy avance ces arguments méme s'il avait dgyéine& dans l'introduction de son
livre son intention de prendre ses distances vissades démonstrations basées sur les
représentations géomeétriques. Probablement até-ibiési amené a considérer une autre
démonstration. L'autre démonstration fait usagdedéstence d’'un élément d’intersection
d’'une suite d’intervalles emboités, condition gei peut pas non plus étre démontrée en
utilisant seulement les propriétés arithmétiquega déonnues des nombres. Plus
précisément, cette existence est une autre facouiv@dente) de caractériser la
complétude. Pour sa part, Bolzano a énoncé le nitBgméme et pour le démontrer, il
utilise I'existence de la plus grande borne infémeed’'un ensemble borné inférieurement ;
existence qui, dans sa démonstration, dépend déstbace de la limite d’'une suite
fondamentale. C’est apparemment la premiere fogslgylus grande borne inférieure (ou
infimum) est considérée explicitement.

Nous pouvons constater qu’a ce moment-la, il ytawae sorte de circularité dans les
argumentations des énoncés s’appuyaient sur d’autres qui S'agipay sur d’autres et
ainsi de suite, lesquels ne pouvaient pas étre diEésosur la seule base des propriétés
arithmétiques déja connues. On pourrait dire quardicette période (premiére moitié du
19 siécle), la complétude était présentée explicitenseus des formes différentes telles
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gue la convergence des suites numériques fondalegnt@xistence d’intersection des
intervalles emboités ou l'existence de la plus dearborne inférieure d’ensembles
inférieurement bornés. Mais, aucune de ces pr@gsrige pouvaient étre démontrés, a cause
de I'inexistence d’'un systéme numérique adéquat.

Ce qui changera dans la deuxiéme moitié di di@cle est le fait que des
mathématiciens, tels que Dedekind et Cantor, oobmau que ces propriétés étaient
naturellement attribuées au systeme numeériqueontsconstruit un systeme numérique
utilisant les nombres rationnels comme base, et leguiel il est possible de démontrer ces
propriétés. D’un point de vue didactique il nousnbke intéressant de comprendre d’ou
provient cettgeconnaissance

4. UN ENSEMBLE ORDONNE ET COMPLET

4.1. Les chemins pour la construction d'un ensembldéel que la propriété de
complétude soit démontrable

Sans entrer dans les détails de ces constructiumss voudrions remarquer que les
mathématiciens qui ont créé ces constructionsetsémble des nombres réels tel qu'il est
utilisé en analyse, ont le grand mérite d’avoispronscience de la nécessité de formuler
explicitement la propriété de complétude du systaomaérique. Cette formulation, a notre
avis, est sans aucun doute reliée aux besoingydeuwi impliquée dans la communication
aux autres. Dedekind a exprimé trés clairement dandravail les raisons pour lesquelles
il a construit 'ensemble des nombres réels comneefait: dans les cours de Calcul, il ne
pouvait pas démontrer qu’'une suite monotone etd®mune limite, sans en appeler a la
continuité de la droite. De plus, ajoute-t-il, eeitlée de continuité de la droite n'avait
jamais été clairement exprimée jusqu’alors. Iliisétles coupures pour exprimer ce qu'il
interprétait comme la continuité de la droite,let bati un systéme numérique basé sur les
rationnels, de fagon a donner aux nombres une iptépainalogue a celle des points de la
droite. Dans ce nouveau systéeme, il est possibldédeontrerles propriétés qui étaient
considérées auparavant comme naturellement vérif@edekind, 1978). On peut dire que
lintérét de Dedekind était de fournir des fondetserCantor, pour sa part, a construit
formellement un systéme numérique qui inclut lesbies rationnels et tel que toute suite
fondamentale y a une limite. Cantor a eu besoibadie I'ensemble pour étre en mesure de
démontrer l'unicité des coefficients des développets des fonctions en séries
trigonométriques. Cantor avait besoin d’avoir urst&égne numeérique bien défini pour
pouvoir démontrer d’autres théorémes de I'Analy3&ns ce systéme, il est aussi possible
de démontrer les propriétés énoncées en 3.2 (Ca&ot).

Dans cette période la complétude est expliciternmarporée, non plus comme une
propriété qui se vérifie naturellement, mais comome condition nécessairgour la
conception d’un systeme numeérique apte a validepiepriétés de I’Analyse.
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4.2. Lacomplétude comme un axiome

Quelques années plus tard, au debout dusBle, D. Hilbert présente deux systémes
axiomatiques, I'un pour la géométrie, l'autre ptiansemble des nombres réels. Dans les
deux, il présente des axiomes de continuité lesgpelur 'ensemble des nombres réels,
prennent le nom dxiomes de complétudgilbert, 1899). Ces axiomes sont un peu
différents de ceux qu’on peut voir dans les teatdsels. Les constructions de Cantor et de
Dedekind jouent un nouveau réle dans le cadre dielhee axiomatique : elles peuvent étre

utilisées comme modeles pour démontrer la consistda ce groupe d’axiomes.

Si nous pensons a la communication du savoir, hodé axiomatique acquiert un
réle qui a beaucoup de valeur, en autant que arsgyon axiomatise soit un savoir déja
produit, conformé par des objets, des propriétédestrelations entre ces objets. Ils sont
réorganisés axiomatiquement avec I'objectif deplgsenter. Hilbert a ajouté a la fin de sa
présentation axiomatique qu’on reconnait la cormacd des axiomes avec le systeme
« déja connu »xdes nombres réels (Hilbert, 1899). Nous discutedmg$importance des
motsdéja connuwdans la prochaine section.

5. QUELQUES REFLEXIONS LIEES A LA VALIDATION AUTOUR DE LA
NOTION DE COMPLETUDE

Dans les quelques réflexions qui vont suivre, reaserons si possible de poser un regard
plus général, en cherchant a I'étendre au-dela@ducas de I'ensemble des nombres réels.

Nous pouvons dire que les éléments et les argumetda considére suffisants pour
valider le travail ont un caractére « variable vidEmment, ce n’est pas quelque chose de
nouveau, mais c’'est particulierement clair damsaedu sujet précédemment abordé. Alors
que pour Cardano et Bombelli, les représentatioaphiques constituaient un cadre de
validité suffisamment solide, la construction dedBlkdind a son origine dans le fait que les
arguments basés sur des représentations graphétpieat vus comme insuffisants a son
époque. Pour sa part, la présentation axiomatiqueue comme la plus adéquate, selon
les exigences de validation du®2fécle. On pourrait dire que seulement sous cesai
valeurs de la « variable validité », il a été polesde problématiser I'existence de certains
nombres — extremums ou limites — et en conséquatedaire face au probléeme de la
complétude.

Nous avons vu que la méme affirmation mathématauzge son statut par rapport
a des projets différents. Dans le cas de la conmbdétla rigueur et la précision des
définitions pour la communication aux autres somtcaeur de ces changements. Par
exemple, jusqu’au début du ®18iécle, sans étre explicitement énoncée, la pitpuie
complétude avait un caractére instrumental. CauBlmjzano et ses contemporains ont
utilisé explicitement quelgues énoncés qui (nous davons maintenant) sont
mathématiquement équivalents a la propriété de Eboge, méme si la complétude
n’était pas a ce moment-la un objet mathématigfiaid€’est a la fin du 19siécle que la
complétude est vue comme un attribut qu’on doitlieiter pour développer un travail
mathématique rigoureux. Finalement, elle obtientdeactere d’axiome quand I'objectif
devient de définir formellement 'ensemble IR.
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La synthése historique présentée montre toutegjlestions et dédales parcourus
dans la configuration du systéme numérique réeigaels la présentation axiomatique ne
permet pas d'accéder. Le choix d'une présentatwionaatique dans I'enseignement
universitaire des cours de calcul ou d’analyse mépsans doute au besoin d’avoir des
énoncés clairs, qui serviront comme base au trawaithématique. Et bien sdr, une
présentation constructive ne serait pas adéquaie iptgier les études du calcul et de
'analyse. Le probleme que nous identifions, guala présentation axiomatique de IR dans
'enseignement, se pose quand elle est placée lawt.d8i par contre, une partie de la
théorie est présentée (par exemple quelques thésréquelgues résultats) et qu’on
présente ensuite les axiomes comme les points partdéécessaires pour valider cet
ensemble de théorémes, le rble de I'axiome dati®élarie sera probablement bien mieux
compris, et aussi le réle de la présentation aximme dans les mathématiques. C’est dans
ce dernier sens que nous récupérons les mots deerHik systéme numérique déja
connu ».

Cette analyse historique et épistémologique mogtre la compréhension de la
complétude comme une propriété ou un axiome quiné@ un véritable probleme, exige
de se situer dans une perspective qui n'est pagrf@nt la plus naturelle, et qui en tout
état de cause n’a certainement pas été « premhistosiquement.

6. DE NOUVELLES QUESTIONS

Aprés avoir parcouru ce panorama, on a un cadresféeence pour se poser quelques
guestions au niveau institutionnel. Dans une optiggtitutionnelle, on peut se demander,
pour une institution donnée : quel est le statutlad@ropriété de complétude dans les
différents moments de la formation des étudian@efa veut dire, dans les différents
cours. est-elle prise naturellement de maniére impli@ité a-t-il des explicitations, méme
s’il N’y a pas justification formelle ? Est-elletedéfinie axiomatiguement ? Dans le cas
affirmatif, sous quelle(s) forme(s) ? Jusqu’ou é&gdiants et les enseignants peuvent-ils
avancer et approfondir le travail mathématique smiciter la notion de complétude ?
Sous quelles conditions serait nécessaire (du deté étudiants) I'appropriation de la
propriété de complétude ? Les difféerentes constmst notamment celles de Cantor et
Dedekind, sont-elles présentées ? Dans le camafiit leur rble est-il celui d’'un modéle ?

Il y a une partie des études qui se réalise avecdide comme support, sans expliciter en
quoi consiste sa continuité. Quel est le réle demés de représentation dans la résolution
des exercices que les étudiants doivent faire ?sGoat les requétes de validation et quels
éléments ont les étudiants pour valider leurs tésuP

Ces questions, qui nous semblent fertiles pourrdegde systeme d’enseignement,
n'auraient pu étre formulées sans le cadre de edtér de I'analyse historique déja
présentée. On trouvera une étude institutionnellecgmprend I'analyse de ces questions
mais aussi d’autres, dans Bergé (2004). Dans kosesuivante, nous nous penchons sur
un épisode ponctuel du cours Analyse | : la priggiem de la complétude de IR.
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7.  UNREGARD SUR LE SYSTEME

Nous allons inclure une bréve description de laniéee semaine du cours Analyse I. Le
premier cours, de deux heures, a démarré aveadidirgtions :

1) borne supérieure d’un sous-ensemble des réels ;

2) élément maximal d’'un sous-ensemble des réels ;

3) supremum d’un sous-ensemble des réels bornéisupEment.
Le professeur a démontré que si le supremum exkbes il est unique, et il a énonceé
'axiome du supremum : tout ensemble réel non \dené supérieurement admet un
supremum. Aussi, le professeur a défini les notidadorne inférieure, d’infimum, et le
premier théoréme a été énoncé et démontré enaatililaxiome du supremumtout
ensemble inférieurement borné admet un infimUiout de suite, le professeur a défini ce
que sont les suites, a donné la définition dentdtdi d’'une suite, a défini ce que sont les
suites croissantes, les suite bornées et a dém@ntndtilisant 'axiome du supremum) que
toute suite croissante et supérieurement bornégecg@ au supremum. Au deuxieme
cours, lui aussi de deux heures, le professeufiai t&s intervalles réels ouverts, la cléture
d'un sous-ensemble des réels, les ensembles feehdisa démontré que pour chaque
élément de la cléture d’'un ensemble, il existe sode incluse dans I'ensemble qui
converge a cet élément. Le professeur a définintitd d’une fonction et la continuité
d’une fonction en utilisant des suites. Tel quesbavons dit, ce cours a comme préalable
un cours de calcul différentiel, ou les étudianmtsassentiellement fait des calculs sans que
leur soit exposée une approche théorique.

Nous voyons que dans ce cours, I'approche est atique. La présentation de
I'axiome du supremum va de soi ; elle n'est pasoihtite ni précédée par une question,
pas plus que les définitions. Face aux contraidtesystéme, il ne semblerait pas étre
possible de procéder & une genése artificielleg est donc remplacé par une approche
axiomatique, impeccable du point de vue de la logjiopathématique.

8. POUR FINALISER : UNE SORTE D’EXPLICATION

Si nous revenons a l'exercice proposé comme exempléntroduction a la présente
communication, nous comprenons que, peut étrdefiion de présenter un tel exercice
est précisément d’obtenir de la part des étudiangs attitude de rigueur mathématique.
Justement, les étudiants n'ont aucun doute sualidité de cet énoncé. Le doute ne serait
pas la raison pour laquelle ils auraient a s’engdgas cette démonstration. Nous pensons
gue cet exercice est présenté la selon I'object lgs étudiants puissent « dénaturaliser »
quelque chose de tres naturel, quelque chose daitparent évident dans le registre
graphigue. Nous nous demandons si cet objectif gebtenir par la seule présentation de
I'exercice, compte tenu du type d’approche queolers méme adopte. Ce cours présente le
passage direct a I'axiome du supremum, en éviemngliestions qui lui ont donné du sens.
Ces questions, précisément, sont semblables & cpllelonneraient du sens a un exercice
comme celui posé ici. De ce point de vue, le faie des étudiants questionnent la
légitimité de cette tache est quelque chose a quopeut s’attendre, qu’on aurait pu
qguasiment prédire a coup sdr.
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Enfin, dans le registre graphique, la complétudenes problématique et semble
évidente. Pour comprendre cette propriété comméplanse a un probléme, il faut, a notre
avis, étre dans une problématique de validatiosiétte formulé quelques questions. Ces
guestions, comme nous l'avons suggéré, ne surgissas des seules résolutions
d’'exercices. Face a l'absence de telles questitass,étudiants ne comprennent pas
pourquoi et dans quel but il est nécessaire deébatte avec ces démonstrations et
propriétés, sur des énoncés, répétons-le, déjausatiaux. Les étudiants ne se posent pas
spontanément ces questions, qu’il n'est pas, dapart, naturel de se poser. En ce sens,
l'institution a une position privilégiée qui n'esas exploitée a son plein potentiel.
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L’argumentation, la preuve et la démonstration danda
construction des mathématiquesdes entités conflictuelle®
une lettre de Godefroy Guillaume Leibnitz
a Chrétien Wolf (1713)

FERNANDO HITT

UNIVERSITE DU QUEBEC A MONTREAL et CINVESTAV

RESUME. Bien que I'argumentation et la démonstragn mathématiques soient étudiées depuis
longtemps, on assiste ces derniéres années a ain tBigtérét pour le sujet. Duval (1992-1993) a
soulevé la question de la «distance cognitive » paut exister entre certains types
d’argumentations et de démonstrations. Plus pr@éesg Duval (Idem) a fait une analyse de la
pertinence qu’il y a & se questionner sur la caoiiténou la rupture cognitive entre argumentation,
démonstration et explication. Balacheff (1999) idéx®e que du point de vue de I'apprentissage, il
ne faut étre ni en faveur de la continuité, niarefir de la rupture cognitive entre argumentatton e
démonstration, mais qu'il faut plutdt considérerardumentation comme un obstacle
épistémologique a l'apprentissage de la démonasitragit plus généralement, de la preuve en
mathématiques. Pour sa part, Tutescu (2003) camesiglée I'argumentation, qui se base sur une
logique « quotidienne » et le langage naturelfréstéloignée de la démonstration puisque celle-ci
se base sur une logique rigoureuse et un langageelio Notre position serait plutét que
'argumentation ne peut pas se distinguer facildndenla preuve et de la démonstration dans une
situation de construction des concepts mathémagjayeil existe une dialectique entre ces aspects
et que la distance cognitive peut étre si ténuellguhe peut étre décelée. Cette impossibilité de
distinguer I'argumentation, la preuve et la démi@igtn par les acteurs de la situation peut étre la
source d'un obstacle épistémologique. Sous ceteamgius voulons analyser la correspondance
que se sont échangés Leibhiet Wolf (Leibnitz, 1713), et dégager la difficultésil y a a se
prononcer en faveur de I'une ou l'autre lorsqu’an @ace dans un processus heuristique de
construction des mathématiques. En d’'autres maiss dine mathématique non achevée, il n'est
pas possible de faire une distinction tranchantieeeargumentation, preuve et démonstration
puisqu’il existe un « mélange naturel » qui prodiés démarches heuristiques, nécessaires a la
construction des connaissances mais en méme tartipsgine d’obstacles épistémologiques.

1. INTRODUCTION

1.1. L’argumentation et la démonstration face a fag !

La problématique de l'apprentissage de la démadimtraet plus généralement, de la
preuve en mathématiques est toujours vivames chercheurs de différentes disciplines,
pour des raisons diverses, se sont penchés suérerstration en mathématiques
(philosophes, mathématiciens, historiens et didieets des mathématiques, etc.).

! Nous adoptons partout dans le présent texte dgréphe francisée du nobeibniz conformément a la
source ici utilisée (cf. Bibliographie).
2 Voir par exemple :_http://www.lettredelapreuve. it
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Les études sur le rbéle de I'argumentatieh de la démonstration ont montré que
largumentation a comme but la possibilité de camst@ quelqu'un et que la
démonstration cherche plutdt la vérité d’'une prdpms Cette conclusion a été signalée
par Grize et Piérault (1983, p. 7) :

La mathématique et le discours quotidien, par exempont des domaines d'activité
rationnelle qui ont chacun leur cohérence proprieda$ensée logico-mathématique procede
en derniére analyse par enchainement de valeurgédés, il en va tout autrement de la
pensée naive et quotidienne. Non d’ailleurs qu'aienque de rationalité. Elle use aussi de
regles de cohérence et d’enchainement, mais elf®geie moins d’atteindre la vérité que
I'efficacité.[...] SiI'on connait depuis longtemps ce qui fait unendeéstration correcte, on
ne sait pas encore ce qui fait une « bonne » argetion.

Ces auteurs signalent un point important des canatitjues de I'argumentation et
de la démonstration. Leur analyse porte, d'une, [gant les caractéristiques du discours
qguotidien et d’autre part, sur la démonstrationndwint de vue formel. Est-ce que cette
position marque l'existence de deux mondes sansohia entre eux ? Quelle position
devons-nous prendre en compte dans I'apprentistatgemathématique ?

Duval (1992-93) a soulevé la question dans sowmlartiontroversé « Argumenter,
démontrer, expliguerContinuité ou rupture cognitive ? », ou il segelalu cété de Grize
et Piérault, mais du point de vue de I'apprentissdgs mathématiques :

Le développement de I'argumentation méme danosee$ les plus élaborées n'ouvre pas
une voie vers la démonstration. Un apprentissagifipue et indépendant est nécessaire
en ce qui concerne le raisonnement dédbtifval, 1992-93, p. 60)

Cette position a été réfutée par Balacheff qurmi# que, pour I'apprentissage, on ne
doit se placer ni en faveur de la continuité, niadeupture cognitive entre argumentation et
démonstration. Il considere plutét que I'argumentatest constitutive d’'un obstacle
épistémologique pour I'apprentissage de la dématistr et, plus généralement, de la
preuve en mathématiques. Balacheff (1999) signade q

L'examen des rapports de l'argumentation et de éandnstration dans cette approche
centrée sur I'analyse du discours me parait comfiold conjecture d’un rapport conflictuel
entre les deux genres lorsque I'on se place dares perspective d’apprentissage des
mathématiques. Raymond Duvdl..] conclut que la démonstration releve d'un
apprentissage « spécifique et indépendaifit.. L’'argumentation est a la conjecture ce que
la démonstration est au théorénfie.] Dans une perspective d’apprentissae, il faut ]
reconnaitre l'existence d’'une relation complexe ceinstitutive du sens de chacune :
'argumentation se constitue en un obstacle épistégique a l'apprentissage de la
démonstration, et plus généralement de la preuvaahématique.

Balacheff (1999) a invité les chercheurs a débattrda question sans préciser son
affirmation. Bien qu’on ne peut qu’étre d’accorceave fait que « I'argumentation est a la

% Une argumentation est composée d'une conclusiatiuat ou plusieurs « éléments de preuve », qu'on
appelle des prémisses ou des arguments, et quiitcens des raisons d'accepter cette conclusion.
L'argumentation désigne également I'échange disceffectif par lequel des interloculeurs tenterg d
défendre une position ou de faire accepter un pientvue. Plus largement, lI'argumentation est umpha
d'études a la fois descriptif et critique qui €messe a la mise en forme des arguments (oralenepéar
écrit) en vue, notamment, de la persuasion d'uitaired (L'encyclopédie Wikipedia).
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conjecture ce que la démonstration est au théosgrtee critique immédiate qu’on peut
faire est que, si les éleves arrivent a une camjecsans avoir ressenti le besoin de
démontrer, ils vont rester dans un monde diffédentmonde de la démonstration ; ce qui
est précisément l'opinion des auteurs précédemsurquoi devons-nous considérer
I'argumentation comme constitutive d’'un obstaclést&mologique ? D'autre part, si I'on
veut convaincre de la pertinence de la notion datde épistémologique, il faut faire
valoir la construction de connaissance qui s'opf@bs@e autre connaissance, dans le sens
de Bachelard (1938). Et si nous prenons comme fggnadcette notion, que devons-nous
faire dans I'enseignement ?

L'approche de Grize et Piérault (1983) ainsi queDdwal (1992-93), semble avoir
plus influencé les chercheurs que celle de Bala¢h®899). Nous pouvons constater que la
position de ceux-la a été reprise par d'autresatteens et ce, dans différents domaines ;
par exemple, en philosophie, Tutescu (2003, p£68) :

Néanmoins, il faut distinguer, dés le début, leppeode I'argumentation du propre de la
démonstration. La distinction démonstration vs angatation se raméne a la distinction
plus générale langage(s) artificiel(s) vs langageatunel, ou, a celle plus précise
raisonnement vs logique naturelle.

Et en didactique des mathématiques, par exempigubgy (2005, p. 62) signale :

Mes hypotheses sont les suivantes :

a) L’'apprentissage de la démonstration est un proceggulongue haleine, qui doit débuter
tét.[...] Il faut chercher a faire comprendre aux élevessitds que possible leggles du
jeu.

b) Il faut briser ces cercles vicieux qui tiennentldiée captif. Celui du rapport de la
démonstration a l'intuitiorf...]. Celui de la prise de conscience de la valeurtépigue
théorique et du statut opératoire variable des msipons : comment la faire naitre si
I'éleve n'arrive pas a se décentrer des contenusvaeurs de verité ? Celui de
'apprentissage de la structure hiérarchisée, glielmaent et localement, de la
démonstration.

c) Javance pour finir I'hypothése qu’un travail (sbmrganisation des propositions dans le
graphe) fait en équipes, avec ce que cela supposame échanges argumentatifs,
favorisera une adhésion intuitive aux mécanismegijlees de la démonstration.

En suivant 'argumentation de ces auteurs, il remmble que leur position est que la
distance cognitive est grande entre argumentatiatémonstration ; et qu’on devrait, en
didactique des mathématiques, mettre plus d’emphaséimportance du raisonnement
déductif, dans sa spécificité et son indépendaad&ajumentation.

1.2. Quelle est la place de la preuve face a I'armentation et la démonstration ?

En suivant le travail de Duchet (2001), nous allprendre en compte la distinction faite
par cet auteur entre preuve et démonstration.

Un théorémeest un texte mathématique M qui se présente sdoghe suivante :
D'apres L (regles logiques), dans T (théorie mattéme), si H (ensemble des
hypothéses du théoréme), alors C (conclusion dorénée)

et pour lequel il existe une démonstration mathémnat
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Une démonstration mathématiquiu théoreme M est une succession d'énoncés dont le
dernier est la conclusion C de M et tels que chatenx est :

- soit un axiome ou un théoréme de T,

- soit une hypothése de H,

- soit une conséquence logique (au sens de L) dsgtrencés, apparus plus tot dans la

démonstration.

Une preuve mathématiquest un discours qui, a propos d'un énoncé prégayainc une
communauté mathématique de I'existence d'une dématims complete de cet énoncé. (On
donne aussi le nom geeuvea l'activité de production d'une telle preuve néattatique.)

Mais alors, si la preuve mathématique est un disgcoun tel discours se situe
guelque part entre I'argumentation et la démoristrat

2. LE PRINCIPE DU TIERS EXCLU: UNE NECESSITE DANS LA
CONSTRUCTION DES MATHEMATIQUES

2.1. Le principe du tiers excld

Dans Hitt (2004), nous avons fait une analyse hHigte de la naissance du principe du
tiers exclu et de la démonstration. Ici, nous voslseulement signaler que dans la
philosophie et dans la mathématique grecques{¥cle avant J.-C.), le principe du tiers
exclu a souvent été utilisé ; par exemple, ausiBcle avant J. C., lédémentsd’Euclide
ont été écrits selon ce principe. Le principe éuostiexclu, dit en forme simple, est qu’étant
donné un énoncé mathématique, celui-ci est vrdaoy, il N’y a pas de troisieme option !
Dans ce cadre, une démonstration fonctionne &fietir d’'un systéme formel ou I'’énoncé
est VRAI ou FAUX. Par contre, en argumentation, sjappuie sur la logique naturelle,
nous n'avons pas a strictement parler ce type digue ; en fait, nous n'y avons pas le
principe du tiers exclu. Heureusement qu’il y a uogique différente dans la langue
naturelle sinon, la communication entre les humaesgiendrait presque impossible. Et
c’est de ce point de vue que nous devons analgs#ialectique entre 'argumentation et la
preuve.

Les différents auteurs cités plus haut sont deserexpet peuvent dégager sans
difficulté, dans une situation donnée, ce qui tiedtg l'argumentation ou de la
démonstration. Par exemple, si nous analysonsdesaithes des étudiants (étudiants en
formation des maitres ou éléves au secondaireexpadu point de vue de I'expert, nous
sommes amenés a dire que les arguments avandés gandiants sont tres éloignés d’'une
démonstration mathématique. Voici quelques exemmlesguments éloignés d’'une
démonstration :

4 Le Principe du tiers exclaffirme que sR est une proposition logique, alors la propositdR ou (nonR) » est vraie.
Cela signifie qu'une relation ne peut étre queevmi fausse, et qu'il n'y a pas de troisieme Blia¢ autre fagcon de le
formuler en logique classique eston (nonR) = R. Pour Aristote le principe du tiers exclu est womséquence du
principe de non contradictioat de la « définition logique de la vérité ».

Le principe de non contradiction dit que pour topitepositionR, la proposition | et (nonR) » est fausse. En logique
classiqueou non (norR) =R, ce principe est équivalent a celui du tiers @xcl

non contradiction : norR et (nonR)) U non®) ou non(nonR)) U non®) ou R U R ou nonR) (tiers exclus).
(L'encyclopédie Wikipedia : http:/fr.wikipedia.omgiki/Principe_du_tiers_exclu).
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Mais, que voulons nous dire quand nous disons egiariguments des étudiants sont
loin d’'une démonstration ? Voulons nous dire gemdeignement doit mettre 'emphase
sur les regles formelles de la démonstration ?

2.2. Une preuve rigoureuse,’est quoi ?

Nous voulons discuter le point de vue d’'un mathésieat qui s'intéresse a I'enseignement
des mathématiques et qui discute sur la preuveumgse (la démonstration) en
mathématiques. Perrin (1997, p. 2), premieremeate e la pertinence de la rigueur en
mathématiques :

[...] Or la rigueur en mathématiques est indispensablar pne raison toute simple : elle
seule permet d’étre sOr des résultats établis. 4 peaucoup d’exemples historiques qui
montrent que, sans cette rigueur, on peut aboutiliraporte quoi[...] Il n'est pas si simple
de définir ce qu'est une démonstration rigoureusead'étre assuré qu'une preuve l'est
effectivement, et ce, méme aujourd'hui ou les fllsmas sont assez bien établis.

Perrin présente un exemple qui nous conduit a daldgd’affirmation de Grize et
Piérault (1983, p. 7), cités plus haut: « Si l@mnait depuis longtemps ce qui fait une
démonstration correcte, on ne sait pas encore cdafjuune ‘bonne’ argumentation. »
Voici I'exemple :
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Pour l'anecdote je citerai une expérience persdengicente : nous avions cru prouver
qu'un certain objet (le schéma de Hilberg [ des courbes de degré d et genre g) n'était
"presque" jamais connexe. La démonstration étaiteicsoumise a une revue prestigieuse,
contrblée par un rapporteur, acceptée sans probléme

Pourtant, en faisant des calculs (assez compligssyn exemple précis nous avons trouvé
un contre-exemple. Il nous a fallu quelques joursirpadmettre notre erreur et quelque
temps encore pour comprendre ou était la faute dadgmonstratiorfPerrin, 1997, p. 4).

Perrin propose alors une réflexion qui nous seniblportante au sujet de la
guestion quand est-on vraiment sdr qu'un résultat esecoft

Je propose ici deux éléments de réponse (issumdexrpérience de chercheur).

Le premier est empirique et psychologig@eforce de voir fonctionner ce résultat dans des
dizaines d'exemples différents, de situations mditgs, on finit par étre vraiment,
intimement, convaincu de son exactitude.

Le second est plus sérieunn résultat est définitivement établi lorsquenla suffisamment
progressé (soi-méme ou la communauté) pour quikedae "trivial", c'est-a-dire soit revu,
en général par d'autres voies, plus simples ou plusceptuelles, de maniére totalement
convaincantéPerrin, 1997, p. 4).

Nous pensons que cette approche est similairelé @elDuchet et qu’en fait, une
telle position est devenue trés répandue ; querdave mathématigdeest un élément
important a considérer dans la classe de mathémestigomme prélude a la démonstration
mathématique.

3. UN RESULTAT EST DEFII\!ITIVEMENT ETABLI LORSQU'ON A
SUFFISAMMENT PROGRESSE (SOI-MEME OU LA COMMUNAUTE)
POUR QU'IL DEVIENNE « TRIVIAL » : LETTRE DE LEIBNIT Z A WOLF

Avant de commencer notre analyse sur la lettreadenitz a Wolf (Leibnitz, 1713, pp. 66-
70), nous voulons faire une remarque importants. différents personnages que Leibnitz
mentionne dans sa lettre sont des mathématiciens agaient, comme lui, une
connaissance profonde de la démonstration en géemBlotre analyse portera sur la
construction d’'une preuve dans un domaine des mmatigues qui était nouveau a
I'époque. Cet exemple peut nous aider a compreledreroblemes d’apprentissage de la
preuve et de la démonstration en mathématiques.

Si nous nous placons dans une situation de cofistnud’'un concept mathématique
et de débat scientifique, et que nous essayonsrmdprendre les arguments avancés par un
individu, sera-t-il possible de déceler sans ditfi€ ce qui est propre a I'argumentation et
ce qui est propre a la démonstration ?

® En mathématiques, urdémonstratiorest un raisonnement qui permet, a partir de certakiomes, d'établir qu'une
assertion est nécessairement vraie. Les démonsisatiilisent la logique mais incluent habituellemédes éléments du
langage naturel en évitant autant que possibleatinire des ambiguités.

Dans le contexte de la théorie de la preuve, daqmeel des preuves purement formelles sont congisiédés preuves qui
ne sont pas entierement formelles sont appelées gemsuves sociales ». Ce sont des preuves quiteméies sur des
affirmations considérées comme exactes parce esi'sint admises par un ensemble de personnes Esfécceptée
comme exacte lorsqu'elle fait consensus. (L'eng@éiiie Wikipedia).
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Si nous remontions aux années 1700 et si nous @asindemander & un expert, a un
mathématicien de I'époque, d’analyser la producties étudiants citée dans la section 2.1,
que répondrait—il ? Sa position serait-elle la m&ue la nétre ?

Pour essayer de répondre a ces questions, lisoggeceeibnitz a répondu a Wbélf
(1713) au sujet d’'un résultat obtenu par Guido @iradans son traité Re quadratura
circuli et hyperbolaes. Ce résultat avait soulevé des questions dartade Marchetti, qui
refusait les arguments de Grandi. Voici ce qu’drLdibnitz a Wolf :

Tu demandes de moi, Homme Trés Célébre, ce querngepau sujet de la question
renouvelée du Trés Célébre Guido Grandi, si 1-1+1-1 etc. a l'infini est fait 2 ; et
comment I'absurdité qui semble se montrer dansteifeénonciation, pourrait étre évitée.

Voici a gauche la représentation graphique de GGichndi reproduite par Leibnitz
et une interprétation actuelle, a droite.
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L’argumentation (intuitive) utilisée par Guido Gnreprise par Leibnitz, était la
suivante :

Il imagine deux freres dans une affaire de partageupés a découvrir dans I'héritage

paternel une pierre d'un prix immense, et celleesit interdite d'étre vendue par le

testament ; c’est pourquoi ils convinrent ainsirendux qu’elle serait placée dans le musée
de I'un des deux. Et ainsi si cette loi est établitre les héritiers pour toujours, I'une des

deux lignées des fréres a qui la pierre serait dannndéfiniment et 6tée indéfiniment
possédera correctement en cela la moitié du droit.

Nous pouvons constater que les arguments de GuiglodGs appuient sur deux sortes de
représentations : 1) visuelle ; 2) intuitive.

Grandi a sGrement utilisé les égalités suivantes ponjecturer que « 1 —-1+1-1

etc. a l'infini, fait ¥2 », puisque le membre de ¢ga& de la seconde égalité, évalué en 1,
donne bien ¥ :

1 g 1 g
—=1+x+xx+ X +X + , alinfiniet—=1- x+ xx xX*+ X- X , alinfini.

1- x 1+x

Greégoire de Saint-Vincent, Newton, Mercator et \ladlvaient travaillé sur ces égalités et
Wallis avait méme affirmé que I'égalité était vraieurx < 1.

® Nous n’avons pas pu obtenir I'information direde la lettre de Wolf, et la réfutation de Marcheitix
arguments de Guido Grandi. Mais, la lettre de Ligzbé Wolf a suffisamment d’éléments pour permeltre
reconstruction de la situation, et le résultat ded@ Grandi.

" Guido GrandiQuadratura circuli et hyperbolaedeuxiéme édition, Pisis, ex typographia Frandiiodi,
1710 (premiere édition, 1703).
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On peut se demander pourquoi Grandi utilise desnaegts, I'un visuel, I'autre
intuitif, pour expliquer sa conjecture pour= 1. En fait, d’apres la lettre de Leibnitz,
Alessandro Marchetti et Chrétien Wolf ont refusé sogument intuitif (dans I'extrait ci-
dessousBYV fait référence a la longueur du segment dangladide la page précédente) :

Car effectivement ici une difficulté se montre,ectde a bon droit par toi, Homme trés
illustre, et par Maitre Marchetti. En effet puisqB& —BV ou 1 — 1 est 0 ; est-ce qu'il suit
que BV-BV +BV-BV +BV-BV +etc.,, alinfnid—-1+1-1+1-1+etc., a linfini
n'est rien d’autre que 0 + 0 + O + etc. ? Et comrheala pourrait faire ¥2, n’apparait pas.

Face a cette question soulevée d’abord par Maratethsuite par Wolf, Leibnitz a
répondu avec différents types d’arguments. Sigrsatpre Leibnitz était d’accord avec le
résultat (& savoir, que la somme infinie donne #js qu'il voulait seulement faire
quelques remarques :

Mais puisque cela fait la matiére de mettre en &mmiavant tout la Science de l'infini
(jusqu’a ce jour non encore traitée selon la dighitet que c’est d’une recherche agréable,
il vaudra la peine de revenir un peu plus hautei@ramener vers ses sources, ce dont jai
confiance gqu’il ne sera pas déplaisant au Trés R&leGrandi, dont nous appuyons ici
l'insigne conclusion, quoique nous pensions queloyes uns de ses raisonnements et
conséquences manguent de correction, afin quei¢ésn®e ne soit pas atteinte par quelque
préjudice.

En analysant la lettre de Leibnitz, nous pouvonise faessortir les arguments

suivants. Leibnitz s’appuie sur les résultats dégBire de Saint-Vincent et de Merc&tor

I a été montré récemment[...] par Grégoire de Saint-Vincent, que
1 e o A o
— =1+ x+xx+x>+x* etc. a linfini, & savoir si x est posée étre unentité plus
X
petite que [l'unité. Nicolas Mercateur du Holsteinrartsporta cela a

1—:1- X+ xx- X>+x*- x> etc. a linfini, ce quil montre (en méme tempseav
+ X

précédent) d’'aprés une certaine division sans nmjgion ; quoique cela encore suivie du
premier en posant +x pour —X.

1 1+x
1+x
_— 1-x+ x27x3...

-X - X

x2+x3

1. Leibnitz est convaincu que la conjecture estevpar la simple observation de la
représentation graphique: « La figure employéeMbaitre Grandi pousse cela aux
yeux d’une certaine fagon ».

8 ... dont il francise le nom en « Mercateur ».
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2. Leibnitz appuie le résultat visuel en se basansa Loi de continuité : « Et cela est
en accord avec laoi de Continuitéproposée jadis en premier par moi dans les
Nouvelles Littéraires de Béle et appliguée aux thisMouvement ; ou il est fait
quedans des continus I'extréme exclu pourrait étréééraomme inclus»

3. Leibnitz n'est pas d'accord avec I'exemple ititulonné par Guido Grandi et il
donne son propre argument (argument qu’il va répésms une autre lettre a
Dangicourt, datée de 1716) :

Apportons donc maintenant la vraie solution, pew-€inattendue, certainement
particuliere, de I'énigme et la raison du paradoes, revenant vers la série finie et ensuite
en franchissant vers linfini[...] En effet la série finie 1-1+1—-1 etc. peuteét
doublement développée : en effet ou elle existprésaun nombre pair de nombres et est
terminée par —, comme 1-1ou 1-1+1-1 oullk1-1+1-1 ou enfin avancer
jusgu’a quelque point ; en ce cas elle produit taug O ; ou elle existe d’aprés un nombre
impair de nombres et est terminée par +, comme 1eul +1 oul-1+1-1+1 ou
enfin avancer jusqu'a quelque point; en ce cae eloduit toujours 1. Mais puisque la
Série est infinie, c’est-a-dire 1 -1+ 1—-1 + 1 etc. a linfini, de telle sorte gqu'elle
excede un nombre quelconque ; alors par la natuemeéuissante du nombre, I'assignabilité
du pair ou de I'impair s’évanouit encore, et puidb’'y a plus aucune raison pour la parité
ou l'imparité, et donc pour produire d’avantage Qeql, il est fait par une admirable
disposition de la nature, que par le passage dififinfini, le passage depuis la disjonctive
(désormais cessant) a l'unité positive (qui sulisieviendrait la moyenne entre les
disjonctives. Et puisqu’il est montré par ceux gaiivirent sur I'estimation, que lorsque la
moyenne est a prendre entre deux quantités s’appye une égale raison, on doit prendre
la moyenne Arithmétique qui est la moitié de lammemnc’est pourquoi la nature des choses
observe ici la méme loi de justice ; et en effésque 1 —-1+1 -1+ 1 -1 + etc. est parell
a 0 dans le cas fini d'un nombre pair de membresisrast 1 dans le cas fini d'un nombre
impair de membres, il suit que dans le cas de l'en€autre multitude s’évanouissant de
membres infinis ou les droits du pair et de I'immp@dnt confondus, et qu'il y a tout autant de

raison pour I'un et pour l'autre, il se produﬁ;’—lz % ce qui était proposeé.

Donc, d’apres Leibnitz, pour différentes raisoeg,dsultat est vrai :

«Lasomme 1l-1+1-1 etc., afiini, fait 12 »

La division sans interruption, la représentatiosueile et sa « Loi de continuité »
sont des préludes pour convaincre de la véraciteééslltat, et la preuve se trouve, selon
Leibnitz, dans les arguments avancés dans le goarpoint.

Mais I'histoire ne finit pas la. DansHhcyclopédig(Diderot et D’Alembert, 1751),
D’Alembert indique que Pierre Varignon (1715) aaéch [I'utilisation d’'une division
illimitée. A ce sujet, D’Alembert écrit ce qui suit

Un auteur nommé Guido Ubaldus dans son tr&# quadratura circuli et hyperbolaa
poussé ce raisonnement plus loin et en a tiré wmséquence fort singuliere : ayant pris la
suite 1/2 = 1/(1 + 1) et ayant fait la divisional trouvé au quotient 1 -1 +1-1+1-1,
etc. qui a I'infini ne peut jamais donner que 10y savoir.

1, si on prend un nombre impair de termes

0, si on prend un hombre pair.
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D'ou cet auteur a conclu que la fraction 1/2 potnggvenir 1 par une certaine opération et
que O pouvait étre aussi égal a 1/2 et que par équsnt la Création était possible,
puisqu‘avec moins on pouvait faire plus.

L'erreur de cet auteur venait de n'avoir pas remgrque la suite 11 +1 1, etc. et en

général1 c+c® C° etc. n'exprimait point exactement la valeur déréation 1/(1 + c).

Car supposons qu'on ait poussé le quotient de V&sidn jusqu'a cing termes, comme la
division ne se fait jamais exactement, il y a taugoun reste. Soit r ce reste; pour avoir le
guotient exact, il faut, comme dans la divisionimaite, ajouter ce reste r divisé par le
diviseur 1 + ¢, a la partie déja trouvée du quotiefinsi supposons que la série générale
soit terminée a —con aura :

, . r l-ctc-c+c- k& & r
=l-ctc- c+ =
1+c 1+c 1+c

1 , o, ¢
—=1l-c+C- c+ —
1+c 1+c

Par conséquent la valeur exacte de %% est1- 1+1- 1+41; et cette valeur se trouve
toujours égale a %2 et non pas zéro ou 1.

Donc, D’Alembert pense que la conclusion est vraiajs il réfute le processus de
division sans interruption :

Nous n'avons pas pu trouver plus d’information $rcontroverse. Mais, pour
finaliser nous pouvons ajouter gqu'a la suite desultéts contradictoires trouvés par
quelgues mathématiciens du XiXiécle en utilisant la « Loi de Continuité de Lrétb »,
cette loi a été rejetée des mathématiques. De ldugsultat 1 -1 +1-1+=% a été

rejeté une fois construite la théorie sur les kit a savoirsoit{ s} :: une suite telle que
=1,=1-1=1-1+14=1-1+1-1, etc. La limite de la susfequandn tend
vers l'infini, existe-t-elle ?

Puisque{s,} ” et {s,.} ", sont deux sous-suites des} " qui convergent &
différents nombres —b& S,, =0 et LI(;T; S+ =1 — et puisque la limite d'une suite, si elle
existe, doit étre unique, alors la limite n’exiptes !

Si nous suivons cette derniére approche dans Igms@ent, alors nous perdons
toute la richesse que I'histoire des mathématigpest nous apporter pour mieux
comprendre la construction des mathématiques.
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4. CONCLUSION

L’analyse que nous avons faite dans ce documentiovhed montrer que Ssi nous nous
situons dans les années 1700, nous pourrions atiefafs de ce qu'un résultat

mathématique « est devenu vrai » parce qu’une corauaté de mathématiciens a statué
sur la vérité de I'’énoncé en question, et que kEsadcords et négociations entre les
mathématiciens de I'époque les conduisent a « lianadion d’un processus de preuve »,
méme s’ils ne sont pas arrivés a la démonstratored-ésultat.

Tant que les processus a l'infini n'ont pu étre rampsés, il y a eu beaucoup
d’erreurs commises du point de vue des mathématigatielles. Par contre, cela n'a pas
empéché de découvrir beaucoup de résultats intdrssC’est avec I'arithmétisation de
'analyse que l'expert (dans une mathématique #edueefuse le résultat précédent et
donne une démonstration sur la non-existence dienite de la série 1 -1 +1 -1 +...
N’oublions pas que les mathématiciens qui ontdad erreurs sont des mathématiciens qui
connaissaient bien la démonstration en géométriguetca montre que le processus de
preuve et de démonstration est beaucoup plus camgjee ce qu’'on avait cru dans le
passeé.

Une voie a explorer est celle qui comporteraitdlgae des processus de communica-
tion et preuve entre les mathématiciens du passén@ament ou ils discutent de la
construction d’'un concept mathématique, et leur mamaison avec les processus de
communication et preuve dans la classe de mathguesti L'analyse pourrait nous
conduire a la découverte d’éléments qui déclencheriype différent de raisonnement, et
pourrait par suite nous servir a mieux comprené® processus de preuve chez les
mathématiciens et chez nos étudiants. La productibactivités qui, dans un
environnement de débat scientifique, peuvent progoghez nos étudiants une sensibilité
a la contradiction, est absolument nécessaire.

Nous avons pu constater que les arguments desagtsidsont plutbt prés des
arguments des mathématiciens du passé et que eeosddfaire attention quand nous
présentons aux étudiants « une mathématique achewge est trop souvent loin de leur
compréhension. En fait, cette réflexion n’'est pasppe qu’aux mathématiques. Bader
(2004, p. 15) signale I'importance de promouvoidébat scientifique en classe de science
afin d’adopter une approche plus proche de la téaldans la construction des
connaissances.

Du point de vue de la didactique, nous pouvons iterofde ['histoire des
mathématiques pour mieux comprendre les processigtddiants, afin de construire des
activités qui puissent les aider a réfléchir suvéité ou non d’'un énoncé et sur leur
processus de démonstration. Ce que nous avons énoplis ameéne a penser que
probablement, dans la classe de mathématiquesutaéfre important de demander aux
étudiants des « argumentations pour convaincre gest « processus de preuve », en
espérant que la confrontation des idées va déatenote nécessité de démonstration. Ceci
pourra-t-il promouvoir une réflexion sur la diffé@e entre argumenter et démontrer ?

A part la sensibilité a la contradiction, il nousmble qu’une partie trés importante
d’'un apprentissage des processus de démonstratide ®le du contre-exemple. Mais ¢a,
c’est une autre histoire !!!

145



& $)')*

BIBLIOGRAPHIE

BADER, B. (2004). Disqualification de points de vgedtiques face aux scienceprocédeés
discursifs de jeunes du seconda@ahiers du Ciraden®3, pp. 5-23.

BACHELARD, G. (1938).La formation de I'esprit scientifique.ibrairie philosophique J. Vrin,
Paris.

BALACHEFF, N. (1999). L'argumentation est-elle urbstacle ? Invitation a un débat...
International Newsletter on the Teaching and Leagndf Mathematical PropMay-June.
http://www.lettredelapreuve.it

Consulté en janvier 2005.

DUVAL, R. (1992-93). Argumenter, démontrer, expkgu Continuité ou rupture cognitive ?
Petit x, n°31, pp. 37-61.

DIDEROQOT, D. et D'ALEMBERT, J(1751). LEncyclopédie, Dictionnaire raisonné des Sciences,
des Arts et des MétierRaris. http://www.sciences-en-ligne.cor@onsulté en mars 2005.

DUCHET, P. (2001). Droles de preuv€&mptes Rendus Math.en.Jeans
http://www.mjc-andre.org/pages/amej/edition/9806pes/98preuve.html
Consulté en janvier 2005.

GRIZE, J.-B. et PIERAULT, G. (1983).a contradiction. Essai sur les opérations de |agie
Presses Universitaires de France, Paris.

HITT, F. (2004). L’aube de la preuve en mathémagiqu le principe du tiers exclu. Actes du
colloque du Groupe des didacticiens des mathémasiqiu Québec, GDM 2004p. 61-71.
F. Caron, éd. Université de Montreéal.

LEIBNITZ, G. G. (1713). Lettre a I'Homme Trés lllme Chrétien Wolf, Professeur de
Mathématiques a Halle, sur la science de ['Infim. Godefroy-Guillaume Leibnitz, Oeuvre
concernant le Calcul Infinitésimapp. 66-70. Traduit du latin au francais par Jr&ex. Librairie
Blanchard, Paris.

PERRIN, D. (1997). Rigueur et formalisme(Eable ronde Formalisme et riguguX® Ecole d'été
de Didactiqgue des Mathématiques.
http://www.lettredelapreuve.it/TextesDivers/TableldeEEDM97/Perrin97TableRonde.html
Consulté en avril 2005.

TANGUAY, D. (2005). Une expérimentation sur I'apptissage de la structure déductive en
démonstration. IActes du Z4Colloque de didactique des mathématiques de léigité de Créte
pp. 57-75. M. Kourkoulos, G. Troulis et C. Tzanakids. Rethymnon, Grece.

TUTESCU, M. (2003)L'Argumentation : Introduction a I'étude du disceuPremiere édition :
Editura Universitdi din Bucureti under ISBN 973-575-248-4. © Universitatea dincBresti
2003. http://www.unibuc.ro/eBooks/lls/MarianaTutescu-Angentation

Consulté en février 2004.

146



Le rOle des activités expérimentales
dans la construction des concepts géométriques

ELENA EKIMOVA-BOUBLIL

UNIVERSITE DE MONTREAL

RESUME. Notre présentation cherche a répondre adesequestions posées pour ce colloque :
« Comment la maniére d'aborder les concepts etegsus mathématiques doit-elle évoluer du
primaire au secondaire, pour que les raisonnen@ntgessent jusqu'a rencontrer ces "exigences
de rigueur, d'exactitude, de justification et deeywe", -caractéristiques de [I'activité
mathématique ? ». Nous décrivons brievement unsape de I'enseignement de la géométrie au
primaire, introduite dans le cadre de la formagondidactique de futurs maitres. Son élaboration
repose sur l'analyse didactique de différentes eetttes sur les obstacles et les difficultés des
éléves dans leur apprentissage de la géométrianst ld résolution de problemes géométriques,
ainsi que sur 'analyse des programmes ministéridls manuels et des pratiques enseignames
partir de deux cadres théoriques — les niveaua geehsée géométrique de van Hiele (1959, 1986)
et la notion de registres de représentations sé&ues de Duval (1995) — nous représentons
I'enseignement de la géométrie en tant que stracjur réunit les objectifs de I'enseignement de la
géométrie, la progression des apprentissages setomiveaux de la pensée géométrique, la
multiplicité et la coordination des registres deprésentation et les différentes activités
géométriques qui permettent d’atteindre les olieutsés.

INTRODUCTION

Dans les passagesud cycle d’enseignement a un autre, il est souirapbssible pour
I’enseignant du cycle supérieututiliser les connaissances acquises par ses éhves
niveau précédent. Cette impossibilité est due,eeatrtres, a I'absenceude « culture
géométrique commune » aux enseignants, a leur natégra géométrique et aussi a leurs
habitudes ou préférences pour certains sujets atigpes géométriques, etc. (Brown,
Cooney et Jones, 1990 ; Fennema et Franke, 19€&:p6€r, Tirosh, Glover, 1986 ; Porter,
1989 ; Mayberry, 1983 ; Burton, Detheux-Jehin egrizmt, 1997). En conséquence,
I'enseignant propose souvent des situations quiente¢n jeu les connaissances non (ou
mal) apprises. Pour faire fonctionner la situatonpour simplement atteindre les objectifs
visés, I'enseignant explique (en démontrant) lesppétés nécessaires et propose des
exercices d’application. Une telle gestion des eissances perturbe les apprentissages
des éléves et ralentit la progression. Plusieuesctieurs (voir entre autres Berthelot et
Salin, 1992) ont montré que ces ostensions ne rsempas a développer de facon
harmonieuse la connaissance de I'espace, ne pariigbas a la construction des concepts
et des processus géométriques et brouillent lecBamdéductif de la géométrie, car le
raisonnement est directement lié a la cohérenceepbnelle.

! Le lecteur intéressé peut se référer a EkimovabBiq2005), thése de doctorat & paraitre.
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La question que nous voulons traiter touche au fohenseignement de la géométrie
au primaire et constitue I'une des questions quesravons posées dans le cadre de
'organisation de la formation didactique des fetunaitres. Elle est directement liée au
guestionnement plus généraComment peut-on introduire les éléves a I'étudelale
géométrie ?Dans cette présentation, il s’agit de décrire ltapgphe qui a été développée
dans le cadre d’'une préparation a I'enseignemetd déométrie et qui tient compte de la
complexité de cet enseignement. Dans la premiéeriepaous dégagerons les éléments
essentiels du développement géomeétrique. Ensuitels nprésentons les concepts
didactiques que nous avons utilisés pour I'élalimmati’'une approche de I'enseignement
de la géométrie au primaire. La description deecafiproche constitue la troisieme partie
de notre présentation. Dans la conclusion, noussepténs quelques problémes
géomeétriques de I'enseignement secondaire en détrigs connaissances mises en jeu et
en les associant aux experiences géomeétriquesggeppar I'enseignement primaire.

1. QUE VISE (OU DOIT VISER) L'ENSEIGNEMENT DE LA GE OMETRIE A
L’ECOLE PRIMAIRE ?

Plusieurs recherches dans le domaine de I'enseigmende la géométrie, cherchant a
relever les difficultés des éléves dans cet apmsade, soulignent le rbéle de la
visualisation, du langage géométrique, du raisommeérdans la construction des concepts
et dans la résolution des problemes géométriquays(FGeddes et Tischler, 1988 ;
Clements et Battista, 1989; Bishop, 1989; Herslitzp 1989 ; Laborde,
1988 ;Yakimanskaya 1971 ; van Hiele, 1986). Le eputdes trois sections suivantes vise
a mettre en évidence I'importance de ces élémesms t& développement de la pensée
géomeétrique.

1.1. Visualisation

« Visualizations are used as a basis for assimgadbstract [geometric] knowledge
and individual concepts », souligne Yakimanskay@/ {1 p. 145). Laborde (1988, p. 343)
affirme également que « les données issues dedagi®mn sont un des éléments clés dans
la construction des savoirs théoriques ». Fuys,dégdet Tischler (1988) soulignent
limportance et Il'utilité d'une approche visuellearts les activités expérimentales, au
niveau de I'enseignement primaire, tant pour maintéintérét des éleves que pour les
aider dans la construction des concepts géomésiidtiee prépare, de facon intuitive, la
prise de conscience des propriétés géométriques,l@nrichissement et la structuration
de I'expérience spatiale des éleves et permetl@vééd’effectuer un contréle efficace de
ses relations a I'espace sensible (Berthelot ein S&P92) et un passage de l'espace
représentatif (ou sensible) a I'espace géométtiduergnaud souligne la contribution de la
perception et de l'imagination a la conceptual@aticar «la conceptualisation est, par
définition, l'identification des objets du monde de leurs propriétés et relations »
(Vergnaud, 2001, p. 25).

2 Chevallard (1991) définit I'espace sensible commkespace contenant des objets, et qui nous est
accessible par le biais des sens » et I'espace @éqae comme le « résultat de I'effort théoriqumpelé
géométrie » (cité dans Berthelot et Salin, 19928).
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1.2. Langage

Vergnaud (1991) accorde un réle important au laaggtga I'intuition géomeétriques dans

'acquisition de nombreux concepts, et il souligmpie beaucoup d'échecs en

mathématiques s’expliquent par I'incapacité a ¢dioerectement, a comprendre I'énonce, a
justifier la démarche, etc.

Les recherches analysées (Van Hiele, 1987 ; Yalskem, 1971 ; Fuys, Geddes et
Tischler, 1988) font ressortir qu'afin de mettrecenivre le processus de conceptualisation
nécessaire a I'énonciation, on doit beaucoup eisstr la recherche et la description du
maximum de propriétés d’'une figure géométrique,rpimablir une base permettant plus
tard la déduction des propriétés. Par conséquentype de travail permet d'élargir le
concept géométrique particulier et d'éviter lestables associés a la modification d’'un
concept déja établi dans une forme réduite ou @unoncé géométrique mémorisé sans
compréhension. Si, précise Yakimanskay (1971)etegignants fournissent seulement les
informations verbales des propriétés de figuraeseese préoccupent pas de l'organisation
des activités pour le développement de [limaginatgpatiale des étudiants, cet
enseignement « formaliste » ne participera pas @ofetruction des concepts. Dans de
telles conditions, I'apprentissage au niveau sepéréxigera une mémorisation (Clements
et Battista, 1992).

1.3. Raisonnement

Le raisonnement est I'un des éléments fondamendaums la construction des concepts
géométriques (Vergnaud, 1991), et son emploi reptésun indice de la progression

conceptuelle de l'éleve (van Hiele, 1985). En cassda géométrie présente un lieu

privilégié, car elle « entraine les éléves au raigment mathématique, c’'est-a-dire a un
mélange de raisonnement déductif et d'imaginatnmluctive, activé par une manipulation

familiere des images » et « prépare les éleveoalabd’ autres théories mathématiques »
(Brousseau, 2000, p. 1). Paul et Elder (2001) déntila complexité du processus de
raisonnement par I'implication d’un ensemble decpssus intellectuels interreliés, et qui
engagent des connaissances, des expeérienceetli§f gestes mentaux.

En ce qui concerne le raisonnement visé par I'gngenent primaire, en plus du
raisonnemeninductif et déductif le nouveau programme ajoute le raisonnerogtif, ou
I'éleve est appelé «a imaginer des combinaisompétations pour trouver diverses
réponses a une situation-probleme » (MEQ, 200224). En décrivant le raisonnement
par la capacité « a établir des relations, a lesbioer entre elles et a les soumettre a
diverses opérations pour créer de nouveaux coneéeptsur pousser plus loin I'exercice de
la pensée mathématique », le programme ministigligne aussi que ce processus exige
« [d’']effectuer des activités mentales telles questi@ire, coordonner, différencier,
intégrer, construire et structurer », qui s’exetcair les relations entre les objets ou entre
leurs propriétés (MEQ, 2002, p. 128).

Van Hiele (1987) écrit que dés I'école primaire, dait offrir aux éleves des
occasions pour la construction de la pensée gémméfret que si les éleves n’atteignent
pas le niveau suffisant pour employer le raisonmgEest en partie parce qu’on ne leur
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offre pas de problemes géométriques appropriéde @etriode prolongée d’'inactivité
géomeétrique » (Wirszup, 1976, p. 85), dans les e® années d’apprentissage, rendrait
les éleves « geometrically deprived » (Fuys, Geddd&dschler, 1988). Wirszup (1976)
prétend aussi que la période d’accumulation paudtidn des faits ne doit pas étre
prolongée trop longtemps ; il indique que la démucsimple doit étre encouragée des
I'école primaire. Les enseignants devraient orielger travail tout d’abord vers le niveau
ou «des figures géométriques deviennent les psrtde propriétés » (Wirszup, 1976,
p. 88), pour ensuite viser la compréhension degiogls entre les propriétés de la figure et
entre les figures.

Notons d’emblée, a l'instar de Brousseau, que taldace des « mathématiques
modernes » a assimiler le raisonnement mathémataueraisonnement déductif a
contribué fortement f..] a dévaluer la partie du "raisonnement" qui, adlégrimaire
consistait a ordonnancer, a annoncer et a justifieensemble de taches, ou un calcu...
(Brousseau, 2000, p. 2).

A partir de lanalyse de différentes activités dearmels scolaires (activités
expérimentales visant le regroupement des objessification des énoncés, construction
des figures, résolution de problemes géométriqa¢siles descriptions présentées ci-
dessus, nous interprétons I'emploi du raisonnemisgt par ce niveau d’enseignement en
tant qu'utilisation d’opérations mentales qui fagent la formation des idées et des
jugements destinés a construire la connaissanuettée de I'ordre dans la connaissance, a
justifier, a convaincre, a prouver ou a réfuteaatévelopper des relations de dépendance
entre des propositions pour aboutir a une conatusib s’agit pour nous plus du
fonctionnement « naturef gdu raisonnement qui est commandé par les repeiserd des
sujets (Duval, 1995) en distinction du raisonnemeftdgique $, qui est commandé par
des regles de validité.

Dans le tableau ci-dessous, nous avons taché desqrdées éléments essentiels de
développement de la pensée géométrique qui ontrtede nos analyses des difficultés
des éléves dans leurs apprentissages de la géeretilians la résolution de problemes
géométriques, ainsi que de I'analyse de différgyges d’activité géométrique et des buts
Visés par chacune.

% Barbin (2002) précise la distinction entregtiométrie déductiveot les propositions se déduisent les unes

des autres dans un discours, ejédamétrie naturelleou les objets se déduisent les uns des autres.

* Duval (1995, p. 250) distingue les formes suivamte raisonnement :

- le syllogisme aristotélicien, qui a été si longtenspnsidéré comme le raisonnement logique ;

- le raisonnement déductif et le raisonnement pdrstiade qui sont, en mathématiques, les formes de
raisonnement pour la démonstration ;

- l'argumentation, forme de raisonnement plus adaptée situations ouvertes de discussion ou de
recherche.

Il associe le syllogisme et le raisonnement détiuctides formes de raisonnement démonstratif, et

largumentation & une forme de raisonnement exlide la vérité d’'une proposition, car le rappqttun

argument entretient avec une conclusion a un Gade justificationDans une argumentation, écrit Duval,

I'énoncé-cible ne dérive pas des propositions aniggs et « [...] un raisonnement argumentatif n¢ geoc

pas imposer sa conclusion par la validité des dip@sa discursives effectuées, mais par la pertieehec

contenu des propositions avancées pour justifieoteclusion défendue (¥dem., pp. 275-276Et c’est cette

impossibilité d'assurer la validité, affirme Duvaglji exclut 'argumentation du domaine de la logiqu
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Description

1. Visualisation — Reconnaitre des représentations (physiques ghigres)* des figures (de
dimensions 3, 2, 1 et 0)

— Reconnaitre des éléments visuels** de la figdeedimensions 3, 2, 1 et 0)
(abstraction)

— Visualiser (et représenter graphiquement ouidd’d’outils) des figures a
partir de leurs noms ou de la description de lpupgriétés*** (imagination
spatiale)

— Repérer la ressemblance ou la dissemblance giets observés (comparaisor
visuelle)

— Visualiser des propriétés (non-décrites et nanées) appartenant a une figure
qui sont nécessaires a la résolution (imaginatiatisle)

* représentations habituelles et inhabituelles

** en positions habituelles ou non

*** définitions caractéristiques, conceptuo-lexicalesconstructives

2. Langage — Employer le langage géométrique dans :
I'identification des figures (de dimensions 3, 2t10)
la description des figures (ensemble de propridgéésuvertes dans les
situations)
la définition (caractéristique) des figures
la description des démarches
— Employer le langage symbolique dans la produa@ménoncés et des
messages écritsb, //,, @p, h (hauteur), (a, b, c, d, cbtés), P (périméetre),
A (aire), C (circonférence), D (diamétre), R (ra)yaetc.

3. Raisonnement — Employer (choisir et appliquer) les concepts eplexessus appropriés a la
tache, au probléme, a la situation

— Justifier 'énoncé, le résultat, la démarche esdai appel a des concepts et a
des processus mathématiques (géométriques) oawerait un contre-exempl

— Dégager des relations entre les figures (ou easr@rlopriétés) a partir de
I'observation, de manipulation ou de I'analyse desnées

— Créer un systéme hiérarchisé de classes (formutered@tions d'inclusion)

D

Tableau 1.Eléments essentiels du développement géométrique

En analysant cette description, nous pouvons rameargue la visualisatiérest un
élément indispensable a I'étude géométrique, etpaniculier au développement du
langage, du raisonnement et a la résolution dedgmees géométriques. La description du
langage et du raisonnement précise ce qui estdattear les programmes au niveau des
compétences visées par I'enseignement de la géemktéme si elle ne spécifie pas a
quel type de raisonnement se référent ses comm@ssambus pouvons reconnaitre les
démarches permettant leur emploi. Par exemplepiaposante « Employer (choisir et
appliquer) les concepts et les processus appropig@sache, au probleme, a la situation »
peut faire appel au raisonnement par analogie ifgriayant les mémes processus dans la
situation semblable) ou au raisonnement dédudiigda construction des figures ou dans
la résolution des problémes). Dans la composaitégager des relations entre les figures
(ou entre les propriétés) a partir de I'observatioe manipulation ou de I'analyse des
données », nous pouvons reconnaitre les activitédédouverte des relations entre les

® La visualisation n’est pas évoquée par les prograsnministériels en tant que compétence essentieéie
par I'enseignement des mathématiques.
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figures (entre les triangles, entre les quadriéetgrarticuliers, etc.), des relations métriques
qui emploient la démarche inductive, etc.

Le but de cette description est de déterminer Ilégectifs principaux de
'enseignement de la géométrie a I'école primaif@évelopper la visualisation, le
langage, le raisonnement qui participeront a la castruction des concepts et des
processus géométriques et a la résolution des préntes géométriques.

2. CADRE THEORIQUE

Dans cette présentation, nous dégagerons les cddreleux chercheurs: ceux de van
Hiele (1959/1985) et ceux de Duval (1995), cacdsstituent les éléments théoriques qui
nous ont guidés dans I'élaboration de I'approchéateseignement de la géométrie. Bien
gue ces deux auteurs analysent les différents ssgeda construction des connaissances
géométriques, l'orientation de leurs recherches différente. Si les niveaux de
développement de la pensée géométriqgue de van @i@59/1985) nous aident a réfléchir
sur la continuité des apprentissages et a avoiodssrvables dans les comportements des
éléves, I'approche sémiotique de Duval (1995) etdion de registres de représentations
nous permettent d'entrer au fond de l'activité gébique, de préciser les savoirs
géomeétriques et d’envisager la maniere de travadkeobjets géométriques.

2.1. Les niveaux de la pensée géomeétrique (van Hiel 959 1985)

Selon la théorie de van Hiele, dans leur appreadissde la géométrie, les éleves
progressent en passant par des niveaux de penséenigeau perceptifvisue) vers le
niveau le plus sophistiquériqueur), a travers les niveauwdescriptif / analytique
abstraction / relatioret le niveau de la déduction formelle.

La théorie de van Hiele, développée par les nédaianDina et Pierre van Hiele,
présente la description de niveaux du développentdentla pensée et des étapes
d’enseignement des concepts géométriques. Ell@asse sur les postulats suivants :

- L'apprentissage de la géométrie est un procelscsntinu.

- Les niveaux sont séquentiels et hiérarchisésr Ribeindre un niveau plus avancé
dans la hiérarchie de van Hiele, les éléves doiveditriser les compétences des
niveaux inférieurs.

- Les concepts implicitement compris a un niveac@ident deviennent explicitement
compris au niveau supérieur.

- Chaque niveau a son propre langage. La strutangagiére est un facteur crucial
dans le passage au niveau supérieur.

2.2. Coordination des registres de représentatior{f®uval, 1995)

Selon Duval (1995), les activités visant la conaajisation, I'appréhension des figures, la
résolution de problémes, le raisonnement requiétatiisation de différents systemes
d’expressions et de représentatiofes images, le langage naturel, I'écriture synujus
pour les objets géométriques et les relations emiwe des graphes, des réseaux, des
diagrammes et des schémas, etc. «[...] Il n'y a das actes cognitifs (comme
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I'appréhension conceptuelle d’'un objet, la discriation d'une différence ou la
compréhension d’'une inférence) sans le recourseapluralité au moins potentielle de
systémes sémiotiques, recours qui implique leurdination pour le sujet lui-méme »

(op. cit., p. 5).

Pour Duval, les activités qui supposent un tragait un méme objet selon ses
différentes représentations développent les camaocitognitives de l'apprenant, ses
représentations mentales et permettent une mallsampréhension de I'objet ; et c’est en
particulier vrai pour les objets géométrigues. Camme méme représentation graphique
peut représenter des objets géométriques tresathtiet qu’a l'inverse, le méme « objet »
géométrique peut étre représenté par différentggsentations verbales, la reconnaissance
de cet objet et la rapidité de I'évocation dépente I'expérience géométrique et du
niveau conceptuel de I'un individu. Cette interastipeut se trouver bloquée, remarque
Duval (1995), si les éleves n'ont pas appris agieé le niveau d’'une appréhension
gestaltiste des figures dans celui de leur appsitenopératoire, et s'ils n'ont pas
découvert la spécificité de l'organisation déduetidu discours par rapport a d’autres
formes d’expansion discursive comme, par exemplegekcription. Toute confusion entre
I'objet et sa représentation entraine une pertecatapréhension et les connaissances
acquises deviennent alors vite inutilisables erodete leur contexte d’apprentissageit
par non-rappel, soit parce qu'elles « [...] restezd teprésentations "inertes” ne suggérant
aucun traitement producteur » (op. cit., p. 2).

L’activité géométrique fait appel a au moins deuwgistres sémiotiques de
représentations, leegistre discursif(pour désigner les figures et leurs propriétésnéar
les définitions, etc.) et leegistre des figuregqui releve de I'organisation de la perception
visuelle).

L'originalité des démarches en géométrie, par rappa d'autres formes d'activités
mathématiques, tient au fait que la coordinatiols tlaitements spécifiques au registre des
figures et a celui d'un discours théorique en laagnaturelle y devient absolument
nécessairdop. cit., p. 173).

La spécificité de I'activité géométrique ne se iiégas a une coordination nécessaire
entre des traitements dans les deux registres ;tielhit aussi au fait que les traitements
gu’elle requiert vont a I'encontre de ceux qu’opnratique spontanément. Pour éviter les
impasses d’'unéausse proximit€idem, p. 194) entre les traitements pertinentseak qui
sont effectués spontanément dans la perceptiorfigie®s, dans la compréhension du
discours et dans sa production, les activités gé&wqués devraient viser d'abord les
traitements de deux registres séparément, et ulhe déparation des registres de
traitements « n’implique ni leur opposition, nilitdination de I'un au profit de I'autre,
mais elle appelle, au contraire, leur articulatiofidem, p. 294).

Selon Duval (1995), le réle heuristique des figudess I'activité géométrique est
assuré par une possibilité intrinseque de coordinades registres, c’est-a-dire que le
contenu de certaines propositions peut étre canglars le registre des représentations
figurales et vice versa. En effet, la correspondagrtire le registre des figures et celui du
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discours s'établit au niveau de la correspondanuee edes unités figuraltset des
expressions référentielles. Dans le registre dpsds, les allers et retours entre des unités
figurales de dimensions différentes impliquent dagats dans la perception de la figure
(idem, p. 191) : «[...] une figure joue donc unerbleuristique si elle permet de travailler
a la dimension supérieure a celle des unités figsigui représentent un énoncé ».

Nous pouvons conclure gu’en visant le développerdest capacités cognitives de
'apprenant, de ses représentations mentales elepfit méme, la compréhension des
objets géométriques, la construction des concepta ecussite dans la résolution des
problemes géométriques, I'enseignement de la gémeetl’école primaire doit favoriser
la coordination des traitements relevant de rezgssémiotiques différerft®t viser la
réduction de I'écart qui affecte considérablemestfbnctions discursives de référence et
d’expansion discursive.

Duval et van Hiele, comme d’ailleurs plusieurs asitthercheurs cités (Fuys, Geddes
et Tischler, 1988 ; Yakimanskaya 1971 ; VergnaudQl2, Berthelot et Salin, 1992)
signalent qu’afin de favoriser I'enrichissementi@structuration de I'expérience spatiale
des éléves, et d'imposer naturellement la nécedsitéaisonnement dans la situation, il
faut proposer des activités préparatoires suffisarmmiches pour que les éléves aient
I'occasion de découvrir et d’observer des relatiates combinaisons de relations qui sont
essentielles pour I'appréhension des figures géummés.

Les activités de manipulation, d’'observation, deroeduction, de représentation et de
construction permettent a I'éléve d’agir sur legetdphysiques et de les traiter de fagon
géomeétrique (Berthelot et Salin, 1992). Méme siadsvités ne relévent pas directement
des connaissances géomeétriques, elles contribuedéaeloppement de lI'imagination, du
vocabulaire et initient les éléves aux démarchesmgériques : observer, comparer,
rechercher, sélectionner, établir des liens, oggarles informations, etc., qui favorisent la
structuration de leurs pensées et de leurs cormmaiss (Vergnaud, 1991).

® En déterminant les unités élémentaires qui camstitune figure géométrique, Duval rapporte quéetou
figure apparait « [...] comme une combinaison dewal@our chacune des variations visuelles de cas de
types, dimensionnel (0, 1, 2 ou 3) egualitatif (ligne droite ou courbe, ouverte ou fermée, grandeu
orientation) » (1995, p. 176). Ces éléments, agpedé Duval des unités figurales élémentaires,tiomeent
comme des unités de base représentatives. Unesegpaéion de la méme figure peut avoir moins de
variables visuelles pertinentes qu’une autre, dergjéve de 'organisation de la perception viseiella
grandeur de segments (par exemple, dans I'étudeamigies) et I'orientation (dans I'étude de la symeét
axiale) sont des variables non-pertinentes pour fignege géométrique parce qu’elles ne «[...] sons pa
susceptibles de représenter intrinséquement datiored topologiques ou projectives » (Duval, 19983js
ces variables seront prises en compte dans I'amaligictique de préparation des apprentissagefgdess
géomeétriques.

" Dans le cadre de notre recherche (Ekimova, 2G0pjrtir du cadre théorique de Duval (1995), nauasia
essayé de décrire les éléments de savoirs géomexran les associant au registre de représentitéme si
Duval (1995) souligne qu’ « on ne dispose pas enwéritablement de critéres srs pour établirdadide
partage qui distingue I'appréhension perceptivefalimes représentées et I'appréhension conceptdebe
objets mathématiques représentés. On ne disposalgy@htage de moyens d'analyse pour mettre en
évidence les traitements spécifiquement figurauk dpnnent aux figures un rdle heuristique et pour
expliquer la variabilité de ce réle d'une situatianl’autre », nous avons essayé de dissocier, ansmo
partiellement, les différents éléments des compétegéométriques participant a I'apprentissage.
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3. DESCRIPTION DE L’APPROCHE

L’approche développée dans le cadre de la formatlenfuturs enseignants décrit
comment, a partir des différentes activités expénitales employées dans I'enseignement
de la géométrie au primaire, nous pouvons progresgnt participer au développement
conceptuel des éleves. Pour tendre vers la coralegattion, il convient donc de proposer
des activités permettant de mener des raisonnerdéféieents ou le raisonnement adopté
va étre propre a une connaissance visée.

Selon les objectifs et les connaissances visés lgmrsituations employés par
I'enseignement primaire, nous avons distingué i#érdntes expériences géométriques en
quatre catégories généralessituations de manipulationsituations d’observation,
situations de constructioat résolution de problemedl. serait utile de préciser que cette
distinction n’est pas restrictive, et qu'une sitomtde manipulation ou de construction
incorpore toujours une démarche d’observation, @menqu’une situation de construction
peut exiger une manipulation des obfets.

Dans les trois sections suivantes, qui correspdndex trois premiers niveaux de
développement de la pensée géométrique, nous fowasenla description de
I'enseignement de la géométrie en terme des diftéscexpériences géométriques, compte
tenu des objectifs de I'enseignement (visualisatitangage, raisonnement et leur
coordination) et de développement des processusamef(pbserver, comparer, distinguer,
évoquer, imaginer, etc.).

Nous avons choisi pour cette présentation la figggemeétrique « carré » (qui
évidemment doit étre vue en tant qu’élément pdréicyarmi plusieurs autres travaillés
dans chaque activité) et nous allons observerdagdment de statut de cette figure et du
discours portant sur ce concept selon les niveauba gpensée géométrique. Ensuite, nous
décrivons cette progression en terme de registr@sptésentations en faisant correspondre
les différentes représentations des figures auanivde la pensée géométrique. Il s’agit
d’une transposition didactique des savoirs a enseigelon notre compréhension et notre
vision de I'enseignement, ceux-ci étant baséesnsgr expériences professionnelles et
renant en compte le cadre théorique présenté. Mepérons que les exemples donnés
seront percus comme un support pour démontrer|égseats essentiels retenus de nos
analyses et leur mise en ceuvre dans la descrig¢gidapproche.

3.1. Niveau visuel

Au niveauvisuel I'enseignement de la géométrie vise la reconaaiss des figures selon

leur apparence visuelle. A partir de différentevités portant sur les solides et sur les
figures planes, se dégage le nom d’'une figure qut ptre identifiée par les contours, les
projections, les vues des différents solides, amme faisant partie de la collection des
figures planes proposées pour I'observation. Ertaneen jeu la forme de la figure, ces
activités expérimentales favorisent le développdndenla visualisation (reconnaissance,

® Plusieurs de ces activités sont présentes danméesiels ; cependant, nos observations des pratique
enseignantes montrent qu’'en les proposant en cliEssenseignants se préoccupent plus de manipudati
avec les objets ou de I'exécution d’'un nombre déeé (souvent non subordonnées) sans qu'il entedsul
construction d’'une connaissance nouvelle.
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imagination spatiale, comparaison, abstraction)Jadeeprésentation (modeler, dessiner,
tracer, construire en utilisant les objets phys&juet du langage correspondant (pour
identifier les figures, comparer, expliquer, etdl)s’agit de deux types de conversion
employée par les activitésfigure® nom et nom® figure. Dans les activités de
classification, selon van Hiele (1986, p.83), lékeves expliquent leur choix de
regroupement ou de distinction des objets en sgnbasir I'apparence visuelle appelée « la
forme », sans étre capables pour autant de nomneepropriété qui les unit ou qui les
distingue, car la perception a ce niveau d’enseigmé domine sur le raisonnement.
Cependant, ces activités peuvent introduire I'élewe raisonnement, en favorisant la
précision du critéere de la classification, la jfistition du résultat trouvé ou de la démarche
choisie. Par exemple, la validation du nom du sotieconnu dans les figures obtenues par
projection (ou du nombre de figures planes recositans la figure complexe, etc.) peut
s’effectuer a partir de la preuve expérimentalairef la projection (ou montrer, tracer,
etc.). Ce caractérevisio-explicatif du raisonnement peut intervenir ainsi dans la
justification du critere de classification par sapplication a chaque objet proposé a
I'observation. Quant a la justification de la déat, I'éleve peut raisonner par analogie.
Par exemple, les activités expérimentales a ceaniv@oivent chercher a préparer les
conditions de transfert de responsabilités d’uwditaintellectuel et viser a ce que les
éléves retiennent les démarches et les méthoddssatimtion, de distinction, de
classification pour la résolution des autres situst Ces processus peuvent devenir pour
'éleve des outils de pensée qu’il appliquera andauvelle situation (d’observation, de
construction, de manipulation, etc.).

L’activité de construction des figures représente activité géométrique qui évolue
au cours des apprentissages et dans laquelle hgadeopropriétés des figures planes et
des savoir-faire géométriques interviennent comaseaitils pour guider les éleves vers le
développement de nouvelles connaissances et vemuutduration des connaissances qu'ils
possedent déja. Au niveaisuel I'éleve peut représenter la figure par le degginéral (a
la main ou a la régle) qui emploie la forme deidaife ou la propriété visuelle marquante
(congruence de cotés et angle droit). Les dessingadré, du rectangle, du triangle
rectangle et du triangle isocéle, donc, peuvesté@trvisagés.

Quant a la résolution de problémes, elle doit reeétn jeu la reconnaissance et
'évocation de la forme des faces, de projectiotes, tracés des solides a partir de
I'observation ou de la description, ainsi que Ifitlécation des figures dans leurs positions
inhabituelles ou dans des figures emboitées.

Par le tableau suivant (Tableau 2), nous avongsepté les activités expérimentales
et les objectifs vis@spar chacune, portant sur les quadrilatéres (domatré est un cas
particulier) correspondant au niveasuel

° Les objectifs sont indiqués en gras.
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3.2.  Niveau descriptiff analytique

Au niveaudescriptif/ analytique a partir de différentes activités expérimentaladjgure
commence a étre associée aux éléments qui la cempdsce niveau, I'enseignement de
la géométrie vise l'identification des différentiigures dans différentes positions, selon
les caractéristiques visuelles marquantes : c@esg(us, paralléles, perpendiculaires) et
angles (congrus, aigus, droits, obtus), la desoriptde chaque figure par les
caractéristiques découvertes et I'évocation (ocgék@rmination) du nom de la figure selon
la description des propriétés ou selon les défingicaractéristiqu&s

Les activités d'observation de différentes figupdanes, leur comparaison et la
recherche d’une propriété commune ou qui les djggn(ou d’'une figure qui n'appartient
pas a la collection) permettent l'introduction degsmes « polygones », « polygone
concave / convexe », la distinction des différgritlygones selon le nombre de leurs cotés,
en triangles, quadrilateres, pentagones, etc.ewt émploi dans lidentification et la
description des figures. L'observation des relaipossibles entre deux droites conduit a
l'introduction des termes paralléles», «concourante®, «perpendiculaires> et au
repérage de ces relations pour les droites quiepbries cotés de chaque type de
polygones.

Les activités de manipulation des solides, d’oletiom des différentes vues (de face,
de droite, de haut, etc.) et coupes (verticaleszbatales, obliques, passant par le sommet,
etc.) favorisent le développement de la visuabsett participent a l'identification des
figures planes. Les activités de partage de ladigane en parties congrues ou en figures
connues permettent I'introduction de nouveaux tsrntBagonale, bissectrice, hauteur,
figure symétriqueet leur emploi dans la description des figures.

Quant au raisonnement, il continue de garder soactEevisio-explicatifen faisant
intervenir dans la justification les propriétés wisgs. A ce niveau, les propriétés établies
expérimentalement (congruence des cOtés et dessammgrpendicularité et parallélisme
des cOtés, présence d’'un axe de symétrie, etovepedéja constituer un des objets mis en
jeu par la construction (ou de la reproduction dasih), en favorisant la description de la
démarche et des techniques de construction (téadarrégle et au compas, reporter les
mesures des cotés et des angles, tracer les dpmradiéles et perpendiculaires, les
segments congrus, diviser un segment en deux gacioegrues...) et I'emploi du
raisonnement approprié. A ce niveau, le raisonnément intervenir dans la recherche du
nombre minimal d’informations permettant la reprciitan du dessin reproduit au tableau
ou dans la recherche de représentations différatdsegpolygones avec trois (ou quatre)
pailles de méme grandeur ou de grandeurs difféseNteus représentons notre description
des activités correspondant a ce niveau dans ledal3.

10 Les définitionscaractéristiquessont les définitions qui, parmi les propriétésrant dans la description d’un objet,
sélectionnent celle(s) qui permet de l'identifierraoindre colt (Duval, 1995). La propriété utiliggmur la définition est

une propriété perceptive marquante et prend valeweprésentant pour tous les objets de cetteeclBss exemple, la
propriété d'«avoir tous les angles droitsdéfinit la classe des rectangles.
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3.3. Niveau abstraction relation

Le niveauabstraction/ relation est visé par I'enseignement de la géométrie anlald
primaire. A ce niveau, les activités deanipulation et d'observation participent a
I'établissement de rapports entre les propriétésfapires de différentes classes. Quand
elles s’appliqguent aux quadrilateres par exempés, activités cherchent a enrichir le
répertoire de représentations (visuelles et veshabe favoriser le raisonnement dans la
conception de nouvelles définitions (a partir detsvéés correspondantes), la visualisation
d’'un quadrilatére selon une description inhabituele ses propriétés et la recherche de
contre-exemple. L'analyse des propriétés partagéesies classes différentes permet de
créer la hiérarchisation des classes. A ce nivémuaisonnement intervient dans la
justification des énonceés, le choix des critereslet méthodes, en faisant appel a des
concepts et a des processus mathématiques, etgosiedavantage un caractarnsio-
déductif(Brousseau, 2000, p.2).

Selon les recherches étudiées, les activitéslasification permettent de retenir ce
qui est essentiel d’'un objet, de réduire l'informata ce qui est nécessaire et suffisant
pour comprendre et traiter une situation, de stinectles connaissances et de favoriser le
développement du raisonnement (Vergnaud, 1990).akirpde telles activités, les
différents schémas (de Carroll, a branches et dmVet les symboles désignant les objets
géomeétriques peuvent étre abordés. Le type deatrage utilisé dépend de I'objectif de
I'activité et du niveau de préparation des éléles.diagrammes, selon Vergnaud, peuvent
étre une aide a la conceptualisation et a la strattbn des concepts pendant une période
de I'apprentissage et un moyen de vérification dmsnaissances apprises. Ces activités
favorisent la conception de définitions et pernmttd’aborder la notion « propriétés
suffisantes » pour définir une classe et de « B redondantes » dans une définition.
Les activités de dallage, de partage et de comgposides figures et les projets de
construction permettent la découverte naturellestigions métriques et de formules.

Au niveau abstraction/ relation, les activités de construction, par exemple sous
forme de résolution de problemes, cherchent ausdavariser la visualisation et
I'établissement de relations entre les figures,'aplication de connaissances et de
démarches acquises. Ce genre d’activités partécipecoordination entre la représentation
et la description et exige I'emploi du raisonnemeéhtce niveau d’enseignement, nous
pouvons observer comment les propriétés découvedas les activités d’observation
(relation entre deux droites), de manipulation ¢agtes objets physiques, de partage et de
composition des figures, etc.) peuvent étre misegee dans la résolution de problémes
géométriques exigeant la construction. Il s’agitpdepriétés visuelles marquantes (cotés
congrus ou angles congrus), de diagonales (se wobupe leur milieu, congrues,
perpendiculaires, axes de symétrie) et de relatésiques entre les propriétés et entre
les figures (rectangles, carrés, triangles rectanet cercles).

La résolution de problemes a ce niveau d’enseignenterche a mettre en jeu (ou a
vérifier) les différentes connaissances acquises fes activités expérimentales, et
favorise leur coordination par la reconnaissancel'@vocation) des éléments nécessaires
a la résolution et par le choix (et 'emploi) demcepts correspondants. Dans le tableau
qui suit (Tableau 4), nous présentons une breverigisn des activités correspondant au
niveauabstraction/ relation, analysées dans cette section.
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4. CONCLUSION

Dans cette présentation, nous avons cherché aenaé maniére d’aborder les concepts
et processus mathématiquegt>son évolution du primaire au secondaire. Il is'dg la
coordination de différents types d’activités géameées participant au développement de
la pensée géométrique et a la construction d'urreca@ référence (un ensemble de
ressources voir le Tableau 5) qui permettra aux éleves Isspge naturel au niveau
cognitif de la déduction (niveau 4 du modéle de Maie, 1986).

Nous avons pris quelgues problemes géométriquess tole I'enseignement
secondaire (f et Z années) pour dégager les connaissances géométrigjges en jeu.
Dans le tableau suivant (Tableau 6), nous décrivzess connaissances en les faisant
correspondre aux activites géométriques de I'enseignt primaire dans lesquelles ces

connaissances ont été découvertes et travaillées.

Problemes Connaissances en jeu Référence a
l'activité
1. Déterminer le quadrilatére - Reconnaitre les propriétés marquées par desSituations de
symboles, manipulation,

5 3

(L’explicitation des propriétés qui
en permettent l'identification)

q

Déterminer des conséquences logiques de
certaines données

Déterminer le quadrilatére selon la descript
des propriétés

(Réponses : 1- quadrilatére, 2- parallélogram
3- carré, 4- rectangle, 5- parallélogramme,
6- carré)

d’observation et dg
construction
amiveau 3)

Résolution de
rpeoblemes
(niveaux 2 et 3)

2. Est-il possible de construire un
guadrilatere ayant ses diagonales
congrues et perpendiculaires, et g
ne soit pas un carré ? Justifier
votre réponse.

- Visualiser les différentes positions de deux
segments concourants qui représentent les
ui diagonales du quadrilatere.
- Rechercher un contre-exemple.

- Déterminer le quadrilatére selon la descripti
de ses propriétés.

DN

3. L’aire de quelle surface est la
plus grande, 1 ou 2 ?
2

1 1

2 3 ?

1 2 1

- Visualiser les éléments de la figure : grand
carré, cercle et petit carré.
- Déterminer les rapports entre le rayon du

Situations de
manipulation, de
construction et de

cercle, le coté d'un grand carré et la diagonaleésolution de

d’'un petit carré.
- Décrire la solution en utilisant des parametr
abstraits.

problemes
cgniveaux 2 et 3)

4. Voici la représentation d'un cub
dont I'aréte mesure 2 cm. Trouver
le périmétre et I'aire du triangle

AHF.

H E

I
|
GLo=
s

ki

C

e- Visualiser la coupe oblique du cube

- Reconnalitre que la diagonale divise le
rectangle en deux triangles congrus

- Déterminer la nature du triangle et les relati
entre les propriétés du triangle et du cube

- Employer la relation de Pythagore (recherch
de la mesure du cété HF et de
I'hypoténuse AF)

- Se référer aux concepts de périmetre et d'ai

Situations de
manipulation,
d’'observation et de
DrT®NStruction
(niveaux 2 et 3)

e . .
Résolution de
problemes

réniveaux 2et3)

du triangle

Tableau 6. Quelques problémes géométriques '€etl” secondaires
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Intégration des figures dynamiques dans I'expressioécrite
du raisonnement mathématique

PHILIPPE R. RICHARD

UNIVERSITE DE MONTREAL

RESUME. Avec linteractivité et la représentation du mement, les logiciels de géométrie
dynamique engendrent de nouvelles possibilités areprésentation des figures. On peut alors se
demander quels sont les rapports qu’entretiennest figures dynamiques en résolution de
problémes ou dans la réalisation de preuves matigirea. Nous présentons une recherche, issue
de la didactique des mathématiques, qui montre annhitéleve de I'école secondaire intégre ce
type de figure dans I'expression écrite de seomaisments. Nous introduisons quelques reperes
théoriques sur la représentation des figures epiéssion du raisonnement lorsque I'exercice
s'effectue conjointement a l'interface du logiciédbri-géomeétre et de I'environnement papier-
crayon.

INTRODUCTION

Il peut sembler curieux de parler de figures dymares dans I'expression écrite puisqu’il
n'y a rien de plus statique qu’'une figure repréSensur papier. On peut méme se
demander pourquoi, si I'on dispose d'un logiciel giéométrie dynamique, faudrait-il
chercher a représenter une figure sur papier g@oesles possibilités représentatives du
logiciel sont beaucoup plus vastes. Pourtant, rédigs avantages incontournables de ce
type de logiciel, la représentation sur papier iowet d'étre utile a I'éleve pour
I'appropriation d’'une connaissance, la respondghile la représentation lui appartenant de
facon beaucoup plus intimdéa médiation par les outils de dessin traditided®blige a
s'investir dans toute la démarche. Car la représiemt d’'une figure, qui ne se limite ni a
une reproduction d’'un support (écran) a un autepigy), ni & une conversion entre
registres (du discours aux figures), s’inscrit dangrocessus de communication qui sous-
tend la mise en ceuvre d’'un raisonnement. Il y amrgventuel lecteur, ne serait-ce que
I'auteur lui-méme, ce qui laisse entendre que leadyisme apparait par le raisonnement
dans un processus communicationnel (par ex. RichaRlerpinska, 2004). De plus, si la
représentation graphique sur papier accompagnéalsation d’'une preuve discursive,
cela pose la question de l'intégration de figurgeamniques dans I'expression écrite du
raisonnement mathématique.

FIGURE ET RAISONNEMENT

Dans un probléme de géométrie classique qui nermqgrats de dessin, le processus de
résolution commence habituellement par la constmct’une figure qui prétend, du
moins qui ambitionne, représenter fidelement laasibn. La construction traduit une
action raisonnée, a moins qu’il ne s’agisse d’'ueeles conversion d’énoncés discursifs
(texte) en énoncés graphiques (dessin). On interprasuite la figure en fonction de
I'objectif du moment, ce qui permet de fonder umsesanement par coordination de
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I'information issue du texte et du dessin. On palars communiquer la résolution du

probleme en rédigeant une solution discursive ageentuellement, I'ajout de dessins au
texte. Et si I'on pouvait compter sur un tiers ®ible de dialoguer, voire de diriger

'action, le cheminement s’inscrirait non seulemeains une démarche argumentative,
mais il serait plus facile d’accepter qu'une partie raisonnement ou des concepts
mobilisés n’aient pas a se convertir discursivemgéntfait, dans I'ensemble du processus
de résolution, il s'installe une dynamique sub#etre le raisonnement, le dessin, le
discours, les concepts et leurs propriétés, sankeole mode d’action et les particularités

de la situation. lllustrons cette dynamique en antrromme toile de fond le probléeme des
égalités d’aires dans un parallélogramme (diapasiti), tout en suivant le fil conducteur

des rapports entre la figure et le raisonnement.

Egalités
d’aires ?

Diapositive 1 Probléme de I'égalité d’aires dans un parallélagne, tiré de Richard (2003)

Etant donné deux points quelconqu¥set Y qui appartiennent a deux cotés
consécutifs d’'un parallélogramme, on demande devémoou d’établir — autrement qu’en
posant des équations algébriques ou des fonctidasesl — les égalités d'aires
a+b+c=d et e+ f =g+h dans le découpage proposé. L'activité consistbaith a
découvrir ces égalités par résolution dirigée doblgme dans un Environnement
Informatique d’Apprentissage Humain (EIAH). Il sihgnsuite de démontrer ces égalités
dans 'Environnement Papier-Crayon (EPC), de fagodégager certains liens entre le
dynamisme évident de I'EIAH et le statisme appardat’EPC. Bien que, dans une
intention didactique, Iaituation de validatiordans 'EPC pourrait parfaitement suivre la
résolution du problemdans 'EIAH, il n'y a pas de telle relation danstme exposé. Nous
cherchons plutét a comparer les caractéristiques raigonnement dans chaque
environnement en utilisant le méme probléme pounaiter la continuité thématique. De
plus, contrairement a la section suivante qui neortce que I'éleve sait faire » dans un
contexte analogue, la résolution du probleme éstirizielle. Tout comme la situation de
validation se modele en fait sur une preuve existan

Dans notre EIAH (séquence 2), le raisonnement est omniprésentukifarme. I
s’inscrit dans un processus d’argumentation simaléeours duquel le systeme répond a

! La version interactive du probléme est disponilettp://www.edu365.com/aulanet/intermates/inden.ht
sous l'onglet « voir et regarder ».
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I'action de I'éléve a I'aide de messages ou detfesée dialogue. Dés I'exercice 1, apres
la lecture de la situation, I'éleve est forcé diséir un dessin dynamigtipour reconnaitre
certaines propriétés qui demeurent invariantes ssigontraintes programmeées. Il faut
d’abord découvrir le lieu ou bougent les poiAtsB, C et leur base respective (question
la), avant de se convaincre ou de vérifier les emtajes proposées (question 1b). Le
systeme ne demande pas a I'éleve d’expliciter disoement pourquoi il en est arrivé a
statuer sur I'une ou l'autre des conjectures, roaipeut supposer, si ses décisions ne sont
pas arbitraires, qu’il a d0 raisonner en partiesdaction :

Sous le terme raisonnement on désigne aussi leardies inhérentes a n'importe quel acte
d’exploration: on procede par anticipations en sélectionnantasetjui sont confirmées. Ces
démarches, sollicitées par toute adaptation a un@ason nouvelle, ne sont pas
intrinséquement liées a l'utilisation d’'un langagées problémes qu’'une manipulation
d’'objets ou d'instruments, sans aucun recours a weebalisation, suffit a résoudre
mobilisent spontanément ces démarches d’explordiiamal (1995)

Si le raisonnement s’exprime par l'action et lecdigs, il s’articule également avec
les signes graphiques ; peut-étre méme plus quonr@it penser a priori. D’ailleurs, dans
la communication entre I'éleve et l'interface, larfie discursive du raisonnement se
ramene pratiquement a la lecture du texte ou desages. |l faut alors poser la question
du raisonnement en termes d’action et de dessiastidn qui nous intéresse n’est pas le
geste en soi, c'est-a-dire le geste physique, raigeste signifiant qui participe a
I'exploration (par ex. pointer ou sélectionner ujed a I'aide de la souris, cliquer sur un
lien, appuyer sur un bouton ou déplacer le curseiwant une trajectoire).

ans les triangles de seulement bouger les AB c
sommets A, B et C ain: ses respectives selon
une logique qu'il faut v
Avant de répondre, explore avec le dessin dynamique.
basey base

Dessin dynami

Je me demande si tu sais que les polygones sont

e: iqu
Question exercice mBEBan des courbes fermées...
oessinoxercics l H H 0O

Question exercice 1 Dessin exercice 1

b) Loraqu'on bouge les somimets et las bases des am c Dans un parallélogramme ABCD, on considére les points X . o
triangles, certaines propriétés aty LIDCTS [BC)
« Quelles sont-elles? =2
oui-non Avant de répondre, explore avec le dessin dynamique. s
rimeét aintiennent Non
rase, L] L Que peut-on dire des ABY - Anvd
. Les ai n Our 806 Exercice 2 |
é des triangles 1o S syt 1. Leur aires sont égales (Fermer)
se
4. La longueur des bases se maintient fou | Questionexercics [ [ H a 2 La somme de leur sires est égale  'aire dy
5. La mesure des hauteurs issues de A, BetC Dessin exercica H B B & 3. L'aire de ADY diminue lorsque Y s'approche
se maintient de B
erification) 4. L'aire de ABX diminue lorsque X s'approchel
i de D
Exercice suivanj Javascript 5. Leur aires varient de facon indéterminée
NOMBRE DE BONNE(S) REPONSE(S): 4 selon la position des points X et Y sur leur
‘ cotés respectifs
1 (verification )

Exercig On pea bowger les poins K et ¥

2|l s’agit d’un Applet Cabri Java qui n'est pas rtréra la séquence 2, mais qui est disponible enatit sur
le lien « dessin dynamique ». Celui-ci apparaitsdame nouvelle fenétre, comme on peut le voir‘ailiehé.
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Aires planes Aires planes

Question exercice 3 Dessin exercice 3 Question exercice 4 Dessin exercice 4

Dans un paj ngammeABCD sidére les points X D » Dans un paj ngammeABCD sidére les points X

: vy
et QU appartiennent aux cotés [DC) et [BC) e partiennent aux cités [DC) et [BC]
respectivement. respectivement. 4
4
Les tri gl s ABX et ADY divi N e parallélogramme en f Les tri gl s ABX et ADY divi N e parallélogramme en /
huit régions, dont leur aires e a bcdef geth v huit régions, dont leur aires e a bcdef geth l

Quelle est correcte? G x c Quelle est correcte?

Avant de répondre, explore avec [e dessin dynamique. avec le dessin dynamique.

Séquence.ZRésolution dirigée du probléeme du parallélograngaes un EIAH. En posant un probléme par
étapes (questions 1 a 4), on impose d’emblée urtaime structure a I'éventuel raisonnement tout en
imprimant une direction a la stratégie de résotutide plus, chaque question intégre un dessin dignam
sur lequel on peut explorer quelques cas de figuterisés par le mouvement, en agissant et ert kseirce
dessin ; comme le raisonnement qui se traduit eigdmnt les pointX etY sur les c6tésOC] et [BC] pour
constater que les trianglé8X et ADY ont invariablement la méme aire® @iché). Par ailleurs, le systéeme
retourne des messages a la suite de certainesi@etitendues, comme cliquer sur un lien hypertexte
remplir les champs de formulaire. Bien qu'il soitdimentaire, on peut y voir une sorte de processus
argumentatif dans lequel le systéme, aprés qu'bchaiisi « sur les c6tés d’'un polygone », par eXxemp
répond par « je me demande si tu sais que les podgysont des courbes fermées...%cli2hé), ou, aprés
gu’on ait sollicité une vérification de nos « oudbd « non », retourne le nombre de bonnes répankaisie
d’une fenétre de dialogue®@8liché).

Toutefois, il y a un écart de taille entre le ralsement qui se traduit par I'action et le
raisonnement qui se fonde sur les dessins. Poligseu cette différence et parce que,
cette-fois, I'action y est réduite a sa plus simpteression, nous allons maintenant passer
a 'EPC. En exagérant a peine, on pourrait se méds mains dans le dos et raisonner
exclusivement avec les dessins, sans besoin dimstnt d’écriture, pas méme de discours.
En outre, la rationalité mise en ceuvre est sudieptie s’appliquer pareillement a la
résolution des questions 3 et 4 (voir séquence 2).

Les bandes dessinées qui se trouvent aux diapesBiet 4 constituent des « preuves
sans mots » de chaque égalité (au sens employéetsan, 1993, 2000). Elles s’expriment
uniquement a l'aide de signes graphiques, nonobkarettres pour désigner les points et
les régions. Pour emporter la conviction, le lect@aillonné, les mains dans le dos et
volontaire...) n'a pas d’autre choix que de simugtrbnsformation de figures, comparer
des régions ou additionner des aires. Il raisonpartir des dessins sans que ni I'action, ni
le discours ne participent au raisonnement. Bieteretu, le discours existe déja chez
'éleve au niveau de la représentation interne descepts mobilisés et il pourrait
apparaitre (silencieusement) dans une partie dtertrant cognitif. Ne serait-ce, par
exemple, lorsque I'éléve conclut en se disant qliaire du quadrilatere est égale a la
somme des aires des deux triangles moins unedgsrtie commune ». Mais il pourrait
également déboucher sur la méme conclusion en campee qu'il voit avec ses yeux,
c’est-a-dire la relation de signification entreslgne graphique et ce que ce signe est censé
représenter, sans nécessairement avoir besoiaite ttonjointement avec le discours.
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Piste:
(a+h+b)y+(c+f+bh)

d+h+f+b

et+f=g+h

Diapositives 3 et 4 Preuve sans mots de chaque égalité d’aire dolggme du parallélogramme dans un
EPC. Les preuves par transformation de triangléiserit le développement d'images mentales dynaesgqu
controlé par la reconnaissance de linvariabilig lgire des triangles lorsque leur base et leurtéha
demeurent congrues. L'acceptation des preuves gpiss sous forme de bande dessinée) exige la
comparaison des états finaux et initiaux de chalfiveloppement. Lors de notre exposé, nous avoili&ac
I'ordre d’appréhension des régions en fournissastégalité algébrigue complémentaire. Cependang lda
version originale (Richard, 2003), il n'y a pastdde piste. C'est au lecteur qu'incombe la respbilgé
d’articuler convenablement les régions en raisohgeaphiquement sur les dessins.

Nous croyons que c’est en misant sur le raisonnegraphique que de nombreuses
conjectures peuvent a la fois se découvrir et eavar en géométrie, méme encore de nos
jours, comme avec les « intersections » de Wag#4), ou l'auteur dégage des points de
concours dans de nombreuses situations géométrinigsement & partir de dessing y
aurait donc moyen de «dynamiser » I'EPC a l'aide @Eveloppement de figures
intermédiaires, pour peu que le lecteur acceptesicheller le mouvement et qu'il soit
habitué a raisonner a partir de signes graphig@spendant, dans un contexte
d’enseignement-apprentissage en classe de géomédriee est de constater gu’on
n’entraine pas souvent I'éléve a la résolution adleme pour lequel la représentation du
mouvement participe au processus de résolution. &&riusage régulier de calculatrices
graphiques ou de logiciels de géométrie dynamigueatient visiblement ce type de
représentation, il ne s’agit pas tant d’'une questiaccessibilité technologique que de
communication ; parce que la difficulté qui est@eur de I'exercice consiste a savoir
communiquer un raisonnement graphique, surtoutjleescelui-ci a pu naitre par action-
rétroaction a l'interface de dispositifs électrareg. L’exercice est-il a la porté de I'éleve
de I'école secondaire ?

® Nous savons que l'auteur voulait publier un « ager sans mots », mais que I'éditeur I'a obligé rreéc
deux chapitres discursifs, qui sont quand méme ibiestrés.
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* Voici un probleme:
— Sur un terrain triangulaire. on veut construire une piscine
rectangulaire de sorte qu'un des c6tés donne acces directement a la
rue (comme sur la figure). e
— Comment faire pour que ['aire de la piscine soit la plus grande DE
possible ? 2]

DE
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Diapositives 5 et 6. Probléme de la piscine, inspiré de Richard (2DOdas éléments de la situation-
probléme se trouvent a la diapositive 5, tandis lgu€eiapositive 6 montre un terrain triangulaire lau
situation pourrait bien se produire (tout en hatgés du milieu a gauche).

PERSPECTIVE DIDACTIQUE : CE QUE L’ELEVE SAIT FAIRE

Donner son avis sur le domaine du possible damppiéntissage humain passe toujours
pour une thése osée. On connait par exemple l¢ fdeirvue de I'enseignant dont les
objectifs avoués visent ce gu'il considere étra pdrté de « I'éleve moyen ». L’enseignant
sait bien que I'éleve moyen n’existe pas commeviddi: il considere la classe comme
une entité distincte des éléves qui la composeais qui marquent absolument le domaine
des connaissances envisageables. En poussantolessch I'extréme, on peut y voir une
sorte de complaisance pour une réalité que l'odifquaolontiers de « moyenne ». Pas
guestion d’enseigner au-dela de cette « moyenrer »de toutes facons, la classe « ne
saurait pas faire ». Pourtant, si I'on consideseclempétences de I'éléve par contraste avec
celles de I'expert, quitte a les transposer additééscolaire, on ouvre plutét le domaine du
possible. Faut-il rappeler que les éleves ne césbétonner des qu’on les oblige a faire
face a des situations tout a fait nouvelles, pdithelles par rapport a I'enseignement recu
ou qui comportent des obstacles communément juyssde portée ? C'est dans cet esprit
gue nous avons demandé a des éleves de I'écoleds@mde résoudre le probléme de la
piscine, probléme d'optimisation de l'aire d'un tawgle inscrit dans un triangle
guelconque (diapositives 5 et 6).

hY

Contrairement aux situations illustrées a la sectiwécédente, la résolution du
probleme combinait une demande de preuve a la fation d’une conjecture. De fagon
plus précise, aprés la construction d’'un dessiradyque dans la fenétre du logiciel Cabri-
géometre, I'éléve devait expérimenter sur celwafla de trouver une conjecture primitive,
la confirmer ou la réfuter, en utilisant éventuelént du papier brouillon. Ensuite, il devait
rédiger au propre une preuve, pour défendre la igremconjecture qu’il jugeait
« suffisamment sdre ». A la diapositive 7, nougadpisons une solution d’éléve, afin de
dégager certaines caractéristiques de « ce qit'ilagige ».
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Diapositives 7 et 8Exemple de solution d’éleve au probleme de laipés¢diapositive 7) et analyse de la
structure de la solution (diapositive 8). Le raisement qui s’en dégage se forme a partir de sécances
qui integrent des dessins a la continuité du teltepeut grouper ces inférences selon le role lgs'¢dpuent
dans la preuve : expérimentation sur I'effet dedajecture (inférences produites avec les dessieis2),
traitement des cas limites (idem dessin 1), expgmiation sur la négation de la conjecture (idemdban
dessinée 3-4-5) et confirmation de la conjectuder(i dessin 6). Seuls les dessins permettent dégust
I'enchainement des propositions discursives dwnaiement, ce qui détermine implicitement la natlivee
inférence figurale.

On remarque tout de suite I'importance que I'éleeeorde aux dessins dans son
« texte ». Il commence sa solution en considémmisbmmets supérieurs du rectangle au
milieu des co6tés du triangle pour dégager, dansasede figure, que I'aire du rectangle
vaut la moitié de celle du triangle. L’éléve ne mrerpas de calculs dans sa solution. A
l'interface Cabri-géomeétre, il n’a jamais mesurédigtance, de longueur ni d’aire. Il ne
s’est pas servi non plus du papier brouillon. Tsart raisonnement d’alors s’exprimait par
I'action, les signes graphiques du dessin a I'éa@ampeut-étre méme, par le discours
demeuré toutefois implicite. Ce dessin était isqzherau premier dessin de sa solution,
sans marques graphiques ni symboles de désignationme I'usage des mémes coches ou
des mémes lettres pour indiquer des figures cosgtieeprocessus de rédaction tente donc
de communiquer un raisonnement qui provient, naitsee que partiellement, du souvenir
de son expérimentation sur le dessin a I'écrano8s employons le mot « partiellement »,
ce n'est pas seulement parce que la mise en teide de traduire ou de convertir une
action avec des graphies discursives ou figuraesjue I'exercice d’écriture risque de
perdre dans la représentation des connaissanceésparae que le processus de rédaction
lui-méme possede des contraintes communicatiormdietexte se destinant a étre lu.
Autrement dit, dans le jeu d’écriture-relectur@éldve doit autant s’assurer que les signes
graphiques sont compréhensibles pour I'éventuelelec que leur disposition et leur
intégration au « texte » engendrent une solutiamvaimcante. S'’il n’est pas étonnant de
constater la nécessité des dessins, c’est parceegs@nt eux qui structurent 'ensemble du
raisonnement qui se dégage de la solution (didpes&). De fait, si on masquait les
dessins, il serait impossible de comprendre I'idéda preuve, encore moins de I'accepter.

Regardons de plus prés comment I'éléve s’y prena ponuler le mouvement dans
'EPC. Avant d'établir que I'aire du rectangle vdatmoitié de celle du triangle, I'éleve
commence avec ce qu'on appelle en mathématiqueaieerment des cas limites. |l
accompagne de propositions un premier dessin quicste ce qui se passe avec l'aire du
rectangle lorsque celui-ci dégénere en segmenmuyxx = 0, aire = 0» et « pour
X = Base, aire = 0 »). Ainsi, le lecteur qui lit gg®positions peut imaginer, a partir du
dessin, un mouvement de va-et-vient pour «O>>Base », comme s'il agissait a
l'interface Cabri-géométre. Autrement dit, pour @remdre et accepter que l'aire est nulle
dans ces cas de figure, surtout en I'absence dsidgrations analytiques explicites, le
lecteur est pratiquement obligé de développer aeges mentales qui bougérinsuite,

* Pour « voir » un rectangle qui bouge, le lecteemtpevoir mobiliser sa propre activité musculgioair
favoriser le développement des images mentalesefample, a I'aide de son index, le lecteur déplace
virtuellement le sommet supérieur gauche du rettasgr le c6té gauche du triangle, comme si c'&tait
bras qui agissait par I'intermédiaire d’'une soumsginaire. L'attention pourrait se centrer essigiment

sur la dégénérescence du rectangle en segmemssariaia I'évidence visuelle (mentale) la gestionlade
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I'éleve établit 'égalité « aire rectangle Faire triangle » en proposant une reconstruction

du premier dessin. Il reporte les triangleB,® et «A; » de facon a former deux rectangles
de méme aire, laissant au lecteur le soin de cderpléntention avec I'idée « si, dans le
triangle, l'aire du rectangle est égale a l'aire st.n complémentaire, alors l'aire du
rectangle vaut la moitié de l'aire du triangle »n Eait, si 'on peut établir I'égalité
précédente, c’est parce I'éleve indique au lecter@l doit étre I'ordre d’appréhension des
sous-figures — ce que Duval (1995) appelle le déroant de I'appréhension opératoire
des modifications possibles d’'une méme figure géoque —, en lui demandant de
coordonner l'information figurale et discursive feente. C’est-a-dire que pour accepter
I'établissement de I'égalité «aire rectanglei=aire triangle », il faut que le lecteur
rapproche, aux signes graphiques du dessin, ltégaB’ + B' + A+ A= Ay + A, +B; +

B, » et les symboles de désignatienet- . Du point de vue structurel, I'éléve se sert du
dessin comme justification d’'une inférence que napgelons «inférence figurale »
(Richard, 2004a, b).

Alors que les deux premiers dessins servent a empeter sur l'effet de la
conjecture, les trois dessins suivants visent dieffle la négation de la conjecture.
Autrement dit, aprés avoir établit que « aire negla = 1 aire triangle » lorsque «I'on
prend les points milieux des c6tés », I'éleve vexpérimenter sur ce qui se passe pour
«X® Base ». Afin de justifier que « I'on observe giaré du rectangle diminue tandis
I'aire du reste du triangle augmente », il intraduie séquence de figures (bande dessinée)
— de facon analogue aux transformations de la greaans mots montrée a la section
Figure et raisonnement- qui retient des « moments significatifs » issds son
expérimentation a linterface. C’est-a-dire que lekee développe lidée de son
raisonnement a partir des signes graphigues demdedémarche que nous désignons par
« expansion graphique » (Richard, 2004b). Encoee fors, il tente de communiquer un
raisonnement qui provient en tout ou en partie ouvenir de I'expérimentation sur le
dessin a I'écran. Cependant, la tache ici estgiffisile. Si les deux premiers dessins de la
séquence montrent deux «moments significatifse, ttoisieme dessin est un
agrandissement du second. En fait, I'éléve estfises a la fois avec un probléme de
représentation et de communication. Car pour queckeur puisse constater visuellement
que l'aire du rectangle diminue tandis que l'aiterdste du triangle augmente, il a besoin
d’exhiber un dessin suffisamment grand pour faeoridappréhension opératoire

préservation du caractére rectangle de la figumném lors du développement des images mentalete Cet
disposition, voisine du moment ou c’est Cabri-gémengqui assume implicitement cette gestion, esthlala
moins que le lecteur ait besoin de contréler caowgohent, par le raisonnement, pourquoi le rectangle
continue d’en étre un. On peut également mobilkss pouces et ses index pour « prendre » un réetang
élastique qu’on distend au besoin. Comparativeraelfgéxemple précédent, le développement des images
mentales est davantage lié a I'activité musculedeil n'y a pas de médiation par un instrumentgimaire.

Bien que le lecteur s’approprie ainsi le rectargdacon plus intime, cela n'implique pas gu’illacentrdler

par le raisonnement la préservation du caract@&tangle de la figure « distendue ». Au contraieefait de

« tenir » le rectangle avec ses doigts est touti ausceptible d’entretenir la confusion entre éige visuelle

qui bouge et ce qu’'elle est censée représenters Elsague exemple, le raisonnement peut étre dis(oas

ex. « Voyons voir, c’est toujours un rectangle paya’il a été construit avec quatre angles drqitggraphique
(par ex., on percoit que c’est encore un rectaeglemaintenant l'usage des symboles graphiques de la
perpendicularité) ou se réaliser par une combimaites deux (par ex., on voit les signes graphigeegeux
angles droits pour conclure que « les cotés dudngge’ sont paralleles »).

175



& $)')*

(diapositive 9). Mais il ne semble pas sOr d’avéiurssi a montrer comment on peut lire ce
dessin. Peut-étre méme qu’il considére que sonnaggu est trop visuel, sans référence
explicite a un idéal géométrique, ou qu'il exigeptrdu lecteur. N'ayant pas accés a
'expérimentation sur le dessin a I'écran, le lectdevrait raisonner graphiquement d’un
dessin a l'autre, sur le cas de figure considéré§«Base ») puis généraliser sur ce qui se
passe pour x ® 0 ». Cela pourrait également expliquer pourquéle ajoute, tout a la
fin, un argument inattendu par rapport au reste@admlution. Il introduit la représentation
graphique d’'une fonction quadratique, non pas wmtgnt dans le but de confirmer sa
conjecture — le sommet de la parabole est le maxincherché —, mais aussi pour

justifier I'absence d’un traitement lorsquex® 0 » : les paraboles sont symétriques.

Représentation et communication

Sur le dessin [5], on voit que:

* R >R,et5,>5,

* Laperte d’aire R, + S, est
strictement supérieure au
gain d’aire R, + S,

Diapositive 9.Intention de I'éléve par rapport au cinquiéme thess

QUELQUES REPERES THEORIQUES

Raisonnement non-verbal

Tout comme la représentation graphique est a luoe démarche et un résultat, il faut
distinguer, dans le raisonnement, le processusnéue (forme d’expansion) de son
expression (représentation). En outre, si le raisorent se destine a étre communiqué, il
faut distinguer le processus d’articulation de tau du processus d’interprétation du
lecteur ; ou de l'interlocuteur dans le cas d'umgueentation. On sait bien que le
raisonnement qui porte sur des figures géométricgiesprime par I'écrit, l'oral, la
gestuelle ou l'action médiée par un instrument o machine. Mais dans le cas de
'action, il n'est pas toujours facile de connailee partie qui, justement, traduit un
raisonnement, comme s'il s’agissait proprement @'darme « d’expansion d’actions
signifiantes ». Contrairement au raisonnement Vegoa se développe uniquement par
expansion discursive, le raisonnement non-verbat passi se développer par expansion
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graphique. Mettons a nouveau en contraste les deux typesidennement non-verbal

dans la construction d’'un dessin et d’'une macrintetface Cabri-géométre. Dans ce qui
suit, nous supposerons qu’'il faut construire legamgles NAPO et LEON. Méme si le

discours fait déja partie de la représentation desnaissances et qu’il pourrait
éventuellement se combiner aux signes graphiquesst ipossible de construire NAPO
sans avoir besoin de verbaliser quoi que ce s@m#iqu’au début de la construction, on
pourrait avoir en téte I'image mentale d’'un repnéaet iconographique (diapositive 10),
que ce soit l'image pictographique d'un rectangtepfésentation figurative) ou sa
représentation avec quatre petits carrés situéss daraque coin (représentation
symbolique). Ainsi, l'articulation des signes graples représentés a l'interface suivrait
une logique de construction (raisonnement) par @sipa graphique :

On trace d'abord le segment [ON] pour tracer enseuia perpendiculaire a (ON) passant
par O. Apres, on place le point P sur cette drateon trace la perpendiculaire a (OP)

passant par P parce qu’on sait (cognitivement, pamparaison & une image mentale ou
par anticipation a un protocole d’actions connugsle deux droites perpendiculaires & une
méme troisieme sont paralléles entre elles. Onigoetde la sorte jusqu’a la représentation
compléete du rectangle NAPO.

Telle une phrase discursive qui raccorde des rdetssyntagmes ou des propositions
pour rendre un sens complet, les signes graphiguesrdent des signes élémentaires en
syntagmes graphiques, en propositions graphiques gru assemblages de propositions
graphiques pour rendre un sens figural complet.sD@axemple précédent, le tracé d’'un
segment pour représenter une droite est un sighmedltaire, le petit carré posé a
l'intersection de deux segments perpendiculairesur psignifier deux droites
perpendiculaires est un syntagme graphique, leirdeds rectangle NAPO est une
proposition graphique et le dessin des rectangkeBM et LEON, une fois complété, est
un assemblage de propositions graphiques.

® La forme d’expansion discursive est séquentiediesde temps et dans I'espace, mais celle de Iresipa
graphique ou de « I'expansion d’actions signifianten’est que séquentielle dans le temps. Comme nou
'avons montré a la section précédente, cela cadseralement un probléeme au lecteur qui voudrait
connaitre l'ordre d’appréhension des signes gragsigpertinents. D’ailleurs, si I'on posait la qumst

« comment lire cette figure ? », il faudrait se dadger en méme temps « que dois-je faire avec elldo2
plus, si I'expression du raisonnement est séquimtiene faut pas oublier, pour reprendre la rpétae de
I'académicien Pierre Loti (1891), que « la pens@brasse l'infinie simultanéité des faits ».
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Fonctions cognitives de communication et d'objectivation
du registre figural

Faits, propriétés Idées, proprictés
per¢ues matériellement pergues intellectuellement

Traitement cognitif

Contrdle de actionpar Conrole de la réflexion et sémiotique
jeisonnement parle raisonnement orienté par une
finalite
Construction et maniement [Jﬁvolnp]’wmvnl d ‘images
d'objets physiques mentales et de leurs relations
(T m
Figuration Représentant mental
Repré: tangible - s
formé par des traces | _ e D Domaine de
Visualisation iconographiques réalité
\_ Domaine de fonctionnement Y,
Représentation Abstraction Abstraction Représentation
7 5
Imagerie matérielle Imagerie mentale Modéle théorique
représentée représentée ou implicite

\.. Domaine d'interprétation

U]

Diapositive 10 Figure géométrique opératoire qui se constitparéir d’actes (matériels ou intellectuels) qui
supposent la réflexion et la combinaison de moyeladifs aux concepts et aux procédures sous-jeseah
vue d’obtenir un résultat sémiotique, cognitif gtaionnel déterminés (Richard, 2004a). Par rappda
figure géométrique opératoire, le représentant ahest un support de la figure.

Pour construire LEON, il est avantageux de songefeidploi d’une macro-
construction, technique qui s’apparente au dévelogmt d’'un lemme en mathématique.
On construit une macro une seule fois pour y aveoours ultérieurement comme
raccourci dans une étape de construction, commaéarontre un lemme une seule fois
pour l'invoquer ultérieurement comme justificati@ans une déduction. Méme si la
définition d’'une macro se fonde sur un raisonneme@ja consommé, la sélection
séquentielle du segment [ON] (objet initial) et ldemacro elle-méme (disons le bouton
« construire un rectangle a partir d’'une base »Jr gwoduire le rectangle LEON (objet
final), procéde par « expansion d’actions signtian». Toutefois, dans cet exemple, c’est
le logiciel qui représente le rectangle, non passdéaction, mais par rétroaction. Par
contre, du point de vue de la rationalité sousfjgesurtout si c’est I'auteur de la macro
qui y a recours, on peut considérer qu’il antidipdigure construite lorsqu’il sélectionne
les objets initiaux appropriés.

Raisonnement discursivo-graphique

Dans l'expression écrite du raisonnement mathémetidjaction s’éteint. Il n'y a pas
d’interlocuteur et le texte doit, d'une certaineda, se suffire a lui-méme. On sait bien que
celui qui écrit s'adresse généralement a un treegyinaire, sorte de lecteur modele, ce qui
oriente a sa maniere le style de la rédaction ptdéondeur que I'on veut bien accorder au
raisonnement. L'auteur et le lecteur partagent @esaissances voisines, du moins des
connaissances rarement communes et, ce qui ddkéguient dans la relation didactique,
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ils peuvent se solidariser dans un méme contextpra@uction. Ainsi, I'étude du texte
d’éleve de notre exposé a certainement été faeifidr le fait que non seulement, c’est
nous qui avons décidé de la situation-probléeme smaius avons également assisté a
I'expérimentation a l'interface Cabri-géométre tart nous réservant la possibilité de
guestionner I'éléve au terme de sa solution. Néamsndanalyse structurelle du « texte »
proposée a la diapositive 8 part d’'un texte achiu@ on prétend relever « ce qui va de
Soi » par abstraction au contexte de productiorusNatilisons plutét notre connaissance
du contexte pour mieux situer les problemes de comnication (effets producteur et
réducteur) que pose lintégration de dessins dangdrps de la preuve. Précisons
maintenant comment les signes graphiques et les duotexte se rattachent pour structurer
le raisonnement.

Toutes les étapes du raisonnement suivent le matnenp L'éléve part d’'une ou de
plusieurs propositions discursives pour en inf@emoins une autre en utilisant, comme
justification, les propositions graphiques d’'un sies|l s’agit d’'inférences figurales. Si,
pour l'auteur, la forme d’expansion discursivo-drgjue est séquentielle dans le temps et
non dans l'espace, alors I'acceptation de I'inféeepasse d’abord par la reconnaissance du
raisonnement graphique veéhiculé par le dessin. &gl@ose une certaine habileté dans le
développement (représentation et traitement) d’@samentales dynamiques, ainsi que
dans la visualisation et l'interprétation des siymgaphiques. Ensuite, I'acceptation de
'inférence passe par [|'évaluation de la convenam®s propositions graphigues
appropriées dans leur rapprochement aux propositibscursives qui suscitent ou qui
procédent de l'inférence, ce qui renvoie a la catibn entre les registres discursif et
figural. La question de l'intégration des figuregndmiques dans I'expression écrite du
raisonnement dépend certes de I'expressivité deegpstres, mais aussi de I'aptitude du
lecteur pour la sélection des propositions grapsqappropriées. Cet usage répété de
I'expression « sélectionner des (...) approprié(e)ysest pas du tout fortuit. Bien plus
gu’un clin d’'ceil a l'idée « d’expansion d’actiongmsifiantes », nous voulons souligner que
le raisonnement non-verbal est plus exigeant poiedteur que le raisonnement discursif.
Le lecteur doit s’investir dans la démarche au-d#dala mobilisation d’'un réseau de
significations ou, s'il y a lieu, de sa capacitéféectuer des calculs formels. Bien que
'usage de dessins gagne en concision sur le pln’ekpression, le lecteur doit
s'employer a gérer une sorte d'exploration du desavant méme de pouvoir accepter
I'inférence. En outre, s'’il s’agissait d’intégren dessin dynamique au texte, I'exploration
serait susceptible d’associer une activité museilqui, sans étre spécifique au registre
figural, rendrait encore plus apparente l'intergéatén entre I'expansion graphique et
« I'expansion d’actions signifiantes ».

CONCLUSION

Notre propos part de deux constats. En premier, lilu développement des
« mathématiques » ou des « preuves sans mots isdapsieurs années montre qu'il est
possible de représenter des figures dynamiquegpapier pour peu que le lecteur soit
familier avec le type de raisonnement véhiculélpaegistre des figures. Ce raisonnement,
que nous appelons « raisonnement graphique », gequar appréhension opératoire et par
expansion graphique a partir des signes graphiguasilisés. Le lecteur peut avoir a
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coordonner un traitement entre des graphies alpétsi et des signes graphiques, mais
dans ce cas, le registre algébrique ne sert qcardéun moment significatif difficile a
exprimer uniqguement par des signes graphiques.eEonsg lieu, a partir d’'une recherche
issue de la didactique des mathématiques, nousromsntomment I'éleve de I'école
secondaire arrive a structurer une preuve écritaide de dessins ou de séguences de
dessins. La sémiotique du texte de sa solutioni#euao pas de raisonnement (inférence
figurale) qui procede conjointement par le discatries signes graphiques (raisonnement
discursivo-graphique).

L’intégration de figures dynamiques dans I'expressiécrite du raisonnement
mathématique est un exercice difficile, parfois mmmcluant. Si I'on reprend I'idée des
« preuves sans mots », il faut souligner que cells®nt généralement le fruit d’experts
qui rapportent ainsi un magnifique travail de systly mais qui ne révelent rien sur les
nombreux enjeux de leur travail d’analyse. Nonafisia question de la compétence
beaucoup plus fragile du novice, nous retenons gamparativement au discours, les
figures cachent le raisonnement que ses signesceoses articuler. Malgré un avantage
marqué pour la concision de I'expression, les sides» n’indiquent pas au lecteur
comment s’organisent les signes graphiques pourésepter le dynamisme ou pour
comprendre la justification d’inférences. Toutefofaut-il le souligner, la linéarité
sémiotique du discours est tout aussi susceptibleahstituer un obstacle lorsque le
discours parait comme la seule solution de rempiaoé Si, pour convaincre un tiers sur
le bien-fondé d'une conjecture, il faut systémadiment chercher un raisonnement
discursif substitutif, 'auteur peut étre déviéladjectif de son raisonnement ou en perdre
de vue les idées charniéres.

Puisqu’ils permettent I'animation des figures, lampulation de leurs parties et la
création de macros, les logiciels de géométrie wniygae ont engendré certains
déséquilibres par rapport aux habitudes de comratiait en classe de mathématique,
comme s’ils appuyaient davantage sur le raisonnemens’exprime dans l'action, au
détriment du raisonnement discursif traditionnelidEmment, tout dépend de la
compétence discursivo-graphique des éléves etatastéristiques du dispositif didactique
dans lequel on les engage. Mais la relation étampiieexiste entre les figures dynamiques,
le dynamisme du raisonnement et les possibilitésnconicatives de I'expression du
raisonnement invite a chercher quel est le genmgtdation didactique qui peut exiger une
sorte de réconciliation entre I'environnement paprayon et les environnements
informatiques, voire interactifs, d’apprentissagemiain. A notre avis, le débat
d’opposition entre 'EPC et les EIAH est illusoirege serait-ce que parce que I'écrit
continue d’étre une « mémoire de travail », peramtde reformuler des problemes ou
d’en poser de nouveaux, méme lorsqu’'on agit aefface d’'un logiciel comme Cabri-
géometre. Ce que l'ordinateur remet en questiostipas la démarche de I'écriture, mais
le potentiel de la représentation. Plus que I'éctést I'alphabet et ses contraintes d’usage,
auxquelles nous nous sommes habitués au pointsdardée inévitables, que I'ordinateur
remet en cause. Et cela, au profit de la représentat de I'écrit méme.
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L’évaluation de la compétence a résoudre
des problemes en mathématiques
vers des problemes favorisant le raisonnement

PHILIPPE LABROSSE

ECOLE SECONDAIRE DANIEL-JOHNSON

RESUME. L’article qui suit découle de notre inskiision face aux moyens d’évaluation en place
dans les écoles secondaires. Ces moyens nous sémialeprendre en compte la progression des
éléves. Aussi, la démarche de résolution de pragdémous apparait étre reléguée au second plan,
la réponse étant bien souvent le principal indiatie la réussite d’'un probleme et non pas le
raisonnement sous-jacent a la résolution. Le recaurportfolio, comme outil d’évaluation de la
résolution de problemes, est issu de cette inaatish. L'expérimentation dont il est question dans
cet article s’est déroulée auprés de 56 élevegbénet réguliers) de premiére secondaire, qui ont
été confrontés a diverses activités de formulatiensle résolutions de problémes. Des grilles,
élaborées par nous a partir de critéres issus aepasantes de la compétence a résoudre des
problemes, ont été utilisées pour évaluer troimtdations et quatre résolutions de problemes, en
lien avec le programme de premiére secondaire.eNwtalyse des traces des éleves a permis de
cibler des situations plus riches, favorisant leelidopement des composantes de la compétence a
résoudre des probléemes.

INTRODUCTION

L’arrivée de nouveaux programmes d’études en madtigoes dans les écoles secondaires
au Québec (MEQ, 2003) met a nouveau la résolutomprdbléemes en avant-scéne. Les
finalités du programme y sont définies en termesdéeeloppement de compétences
disciplinaires, parmi lesquelles figuredampétence a résoudre une situation-probleste
ce en lien avec d’autres compétences, telles cadlesisonner a l'aide de concepts et de
processus mathématiquest decommuniquer a l'aide du langage mathématique

Une expérimentation réalisée auprés de différemtspges d’éléves de®isecondaire,
s'appuyant sur l'utilisation d’'un portfolio, cherela rendre compte du développement de
la compétence a résoudre des problemes en mathéemithez les éleves. Par la méme
occasion, elle cherche a mettre en évidence destisihs favorisant le développement et la
diversité des raisonnements mathématiques chex&él Par les activités proposées dans
le cadre de I'expérimentation, il nous a été pdegile cibler des problemes encourageant
I'argumentation et le recours a plusieurs stratédierésolution.

Cette expérimentation, qui a eu lieu dans les efag®nt 'auteur était I'enseignant
attitré, résulte de l'insatisfaction de I'auteucdaaux moyens d’évaluation en place dans
les écoles secondaires. Ces moyens semblent madrpren compte la progression des
éléves, notamment la démarche de résolution delgmnas, qui apparait reléguée au
second plan, la réponse étant bien souvent le ipahindicateur de la réussite d’'un
probléme.
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Nous situerons tout d’abord l'idée sous-jacente’udilibation du portfolio en
résolution de problémes a des fins d'évaluatiorie esituant globalement dans le contexte
actuel de la réforme des programmes d’études ehaleselles formes d'évaluation. Par la
suite, nous présenterons rapidement les différgragges du portfolio élaborées par nous,
en insistant davantage sur la troisiéme sectiomusNeviendrons ensuite sur un probleme
spécifique, le « Probleme de la balance », quiragoplusieurs types de raisonnements
chez I'éleve. A cet effet, nous présenterons leatégies mises en oeuvre dans la
résolution de ce probleme. Finalement, nous coaokien présentant quelques résultats
issus de la recherche

1. DIFFERENTES FORMES DEVALUATION EN ENSEIGNEMENT DES
MATHEMATIQUES

Notre expérience d’enseignant nous permet d’obsaque les moyens d’évaluation en
mathématiques, utilisés dans les écoles secondai‘ésoluent pas beaucoup. Les
évaluations du type papier-crayon, sous forme dfe@s formatifs ou sommatifs, restent
encore les moyens les plus usitées évaluations demeurent ponctuelles et ne pembe
pas toujours a I'enseignant de voir la progresdmies éleves. Elles visent le plus souvent
I'évaluation des connaissances des éleves et ndéveloppement de compétences. Or,
cette orientation nouvelle oblige a revoir les roéis d’évaluation.

En effet, le concept de compétence renvoie, polMitastére de I'Education, a un
savoir-agir fondé sur la mobilisation et l'utiligat de ressources (MEQ, 2003). Par cette
idée de savoir-agir, la « compétence devient indisble des contextes dans lesquels elle
se manifeste et des situations qu’elle permetaitetr» (Jonnaert, 2002, p 35). Les notions
de ressources et de situation deviennent donc l@eseits clés dans I'évaluation de la
compétence.

Plusieurs enseignants du primaire, la ou les nhawpeogrammes d’études sont déja
en place, expérimentent dans cette perspectiveodeetles formes d’évaluatiénlLe
nouveau programme de mathématiques, en regardréfotane, décrit I'évaluation comme
suit :

Pour étre conforme a l'orientation du programmeivaluation doit porter sur le degré de
développement des compétences mathématiques céesidians leur globalité. Elle doit

ainsi renseigner sur le niveau de maitrise des @seus, du langage propre a la discipline,
des concepts et de leurs réseaux de propriétésaluétion du contenu de formation est
importante, la connaissance des préalables notiné&nt indispensable a I'élargissement
des réseaux de concepts et au raffinement desgeg®EQ, 2003, p. 238)

! Le propos de cet article nest pas de rendre cerdptla recherche, mais davantage de présentéil I'ou
élaboré a des fins d’évaluation en situant briev@nsen potentiel et ses limites. Pour plus de Bgthiest
possible de consulter les résultats de la rechetahs Labrosse (2004).

2 Ces examens ont bien s{r un intérét pour sité&vée & un moment donné, s'ils sont construits driéne
adéquate, sur la base d’analyses préalables dereosbuvert. lls peuvent alors étre riches d’infations
sur les stratégies des éléves, leurs erreurs, thfficultés. La conception d’examens et leur cotian ne
suivent toutefois pas toujours ce processus.

3 Par exemple, des situations-problémes complexes, ld passation s'étale sur une longue périodeén
mises au point récemment pour [Bc¥cle du primaire par le MEQ, autour de thématiquboisies. Le
portfolio fait partie des outils d’évaluation quitadté repris par plusieurs enseignants du primaire
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Plusieurs éléments sont a prendre en compte darcharggement a I'égard des
pratigues d'évaluation, outre le défi que pose dlgation du développement de
compétences par les éléves. Perrenoud (1997) netepar rapport a I'évaluation, « un
nouvel élargissement se dessine avec lintroductide cycles d’apprentissages
pluriannuels ». L’évaluation n’est plus penséeeitifonction d’'un niveau scolaire donné,
mais davantage en fonction de cycles d’enseignenemteux ans, sur une période donc
plus étendue. Celle-la va nécessiter une concamtatitre les enseignants et un véritable
travail d’équipe. De plus,

[...] la progression de la classe n'est plus le seul solw@® mouvement vers
I'individualisation des parcours de formation etpgédagogie différenciée aménent a penser
la progression de chaque élé{ap. cit., p. 25).

Avec des classes de plus en plus nombreuses, oenestoit de se demander
comment il sera possible d’individualiser les parsode formation de chacun des éléves ?
Les moyens d’évaluation classiques nous permettentraiment de bien suivre le
parcours d’apprentissage de ces éléves ? Quelal@iser pour I'enseignant cette gestion
différenciée des apprentissages, en termes d’'éi@iuet de suivi ? Perrenoud mentionne
que «pour gérer la progression des apprentissages)e peut se passer tdans
périodiques des acquis des éléves », en nous nttaefois en garde :

Il ne suffit pas, toutefois, de vivre longuemergcaun éléve pour savoir I'observer, ni de
I'observer attentivement pour en percevoir clairemles acquig...]. Le recours conjoint a
un portfolio et a un journal peut faciliter ce traiV (op. cit., p.27).

Cette observation périodique et continue des élévaspas pour but unique
d'amasser des données afin de faire une évaluatbommative. Perrenoud insiste sur
I'importance formative de cette observation. llug& bien sa pensée en précisant que
I'évaluation formative

... peut aider I'éléve a mieux apprendre : de sesug¢qui conditionnent les tadches qu’on
peut lui proposer, aussi bien que de sa fagon d'apgre et de raisonner, de son rapport au
savoir, de ses angoisses et blocages éventueksrtdens types de taches, de ce qui fait sens
pour lui et le mobilise, de ses intéréts, de saseps, de son image de soi comme sujet
capable d'apprendre, de son environnement scoktifamilial (op. cit., p.27).

Dans cette perspective formative, I'enseignant,peut de faciliter sa tache, recourir
a divers moyens d’évaluation. Il importe, entreesit

- qu’il forme ses éléves a I'évaluation mutuelle @Akt Michel, 1993) ;

- qu'il développe une certaine évaluation formatripase en charge par le sujet
apprenant (Nunziati, 1990). L’autoévaluation nesiste pas a remplir soi-méme
son carnet, mais a faire preuve d’'une forme dalitéca I'endroit de la facon dont
on apprend ;

- qu’il favorise la métacognition (Allal, 1993) comnseurce d’autorégulation des
processus d’apprentissage (Allal et Saada-Rob@9® 1Allal, 1984, 1993 a et b).

L’outil retenu par nous dans le cadre de cette mxmitation, le portfolio en
résolution de problémes, va dans le sens des t#edoppées précédemment. Il cherche a
rendre compte, de facon formative, de la progresses éleves a I'égard de la compétence
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a résoudre des problémes. Il integre différentméids : une évaluation formative faite
par I'enseignant a l'aide de grilles que nous avoaosstruites, une autoévaluation par
I'éleve a partir d’'une grille élaborée a cette #,une coévaluation par les pairs a partir
d'une liste d’observations. Cette évaluation s@neea I'enseignement régulier et a été
exploitée tout au long de I'année.

2. LELABORATION DE NOTRE PORTFOLIO *: PRESENTATION DE SES
DIFFERENTES PARTIES

Comment est-il possible de rendre compte de larpssgpn et du développement de la
compétence en résolution de problemes de la partldges ?

Globalement, le portfolio retenu a cette fin comntieinq parties. La premiére, plus
personnelle, vise a connaitre, a la lumiére deueedisent les éleves, leurs intéréts, leurs
forces et leurs faiblesses. La deuxieme partie@strée sur la formulation de problemes
par les éléves selon des contraintes spécifiquesnqus avons choisies (probleme dans
lequel il faut formuler la question a partir d'unodcé, probléme a formuler se résolvant
par un calcul précis, formulation libre a partiud’dessin, etc.). La troisieme partie est
centrée sur la résolution de différents types dsblpmes, permettant de travailler des
habiletés en résolution de problemes (élaboratmstchtégies, explicitation de celles-ci,
justification, etc.). La quatrieme partie du politioest un recueil d’énigmes et de jeux
mathématiques cherchant a amener un aspect ludigaecontrer I'attitude négative des
éléves vis-a-vis la résolution de problemes. Laui@me partie permet a I'éléve d’annexer
a son portfolio quelques productions réalisées auscde I'année et dont il est fier, en
explicitant son choix. Finalement, les éléves deivfaire un bilan de leur portfolio a I'aide
d’un petit questionnaire. Regardons de plus préslaieme partie de notre portfolio, soit
celle s’attardant aux résolutions de problémedgsaéleves.

2.1. Troisieme section du portfolia les stratégies de résolution

La troisieme partie du portfolio propose aux éledesporter un regard critique sur leur
propre résolution de problémes. Cette section tgggades problemes non routiniers de
plusieurs types (probleme forcant une réflexion Rg relations entre les données;
probléeme complexe permettant une prise en comptelisinée de plusieurs relations,
probleme sans données numériques forcant un raswemt qualitatif ; probleme ouvert
donnant lieu a des conjectures, des hypothésesse®tedsais, probléemes a données
manquantes ou superflues ; probléme faisant appelautre support que le texte écrit en
mots ; probléme sollicitant certaines conceptiomsorgtes). Ces problemes et leur
exploitation en classe avaient pour but principaldévelopper la compétence a résoudre
des problemes en permettant :

* Mentionnons ici que I'élaboration du portfoliods ses différentes parties découle d’un projeedbarche
mis sur pied en une collaboration entre I'école iBlalohnson et le CIRADE. Mesdames Nadine Bedntarz e
Sophie René de Cotret, chercheurs au CIRADE, oricijgg au projet, de méme que Mesdames Annie
Delisle et Chantal Rousseau, enseignantes a I'&aéel-Johnson.
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- de développer la démarche de présentation d’ungi@o] sa structuration a des
fins de communication destinée a d’autres éleves ;

- de faire découvrir aux €éléves plusieurs stratédesésolution pour un méme
probleme, en leur permettant de conjecturer, de tiés essais, etc. ;

- de porter un regard critique de la part des élsuedeur propre démarche de
résolution, autant en ce qui a trait a la justifara, a leur argumentation qu’a la
validité de leur stratégie.

Les éléves étaient appelés dans cette sectiomadresplusieurs types de problemes,
entre autres des problemes complexes forcant use gm compte simultanée de plusieurs
relations (cf. figure 1). Le probleme de la balaeseun exemple qui va dans ce sens et il
nous permettra un peu plus loin de faire place diffgrentes stratégies et raisonnements
des éléves.

1 Sur une balance je mets une cafetiere, des assiettes, des bols et des verres.
J'obtiens trois équilibres représentés par les trois dessins suivants.

=

@ﬁ NIISS
L 4 e

Figure 1. Le Probléme de la balarce

a) Peux-tu comparer la masse d'un verre et d'un bdxplique clairement ta
réponse.

b) Peux-tu comparer la masse d’'une assiette et d’r? liExplique clairement ta
réponse.

c) Je voudrais faire un équilibre avec des cafetieesun plateau et des assiettes
sur l'autre plateau. Fais le dessin qui représeatecette situation d’équilibre.
Explique clairement ta réponse.

Ce type de probleme force I'éleve a prendre siméitaent en compte (en b) et en c)
tout au moins) plusieurs relations (les différerédgaivalences doivent ici étre réintégrees).
On retrouvait également dans cette section deslggnas sans données numériques,

® Probléme de la balandeetit x n°32, 1992-93. Philippe Clapponi, d’aprés uneidé Serge Cecconi.
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forcant un raisonnement qualitatif. C’est le casgemple du « Probleme des terrains de
jeu », que nous énongons ci-dessous.

Figure 2. Probléme des terrains de jeu

Voici la forme de deux terrains de jeu.

a) Sans faire de calculs, peux-tu dire sur lequel @esains il y a le plus d’espace
pour jouer ?

b) On prépare une piste pour la course a relais autdes 2 terrains. Toujours sans
faire de calculs, peux-tu trouver quelle sera lstpila plus longue ?

Aucune valeur numérique n’étant donnée, ce typprdbléme force donc I'éléve a
expliquer sa solution en mots et non par un calcampte tenu de I'idée que les éleves se
font souvent d’'un probleme en mathématiques (aégomiir eux a un calcul a faire : cf.
Landry, 1999), cette dimension apparaissait impoeta développer.

Des problemes forcant une réflexion sur la strgctlr probleme étaient également
proposeés aux éléves. Ce type de probléme obligdfenl’éleve a faire des liens entre les
données de I'énoncé. De plus, il permet de débasthreplusieurs stratégies de résolution,
qui pourront étre partagées avec I'ensemble dupgrdars du retour fait en classe. Le
Probleme des pommes constitue un exemple qui vaaagens :

Trois boites contenaient chacune le méme nombreodenes. Aprés avoir retiré
125 pommes au total de ces trois boites pour laeyée pomiculteur s’apercoit que
dans chacune des trois boites, il reste respecanei20, 25 et 16 pommes. Combien
y avait-il de pommes au départ dans chaque boite ?

3. EVALUATION DE LA COMPETENCE A RESOUDRE DES PROBL EMES:
COMMENT L'ENSEIGNANT PEUT TIRER PARTI DE TOUT CECI ?

A des moments spécifiques de I'année, I'enseigrantharge des groupes devait évaluer
les résolutions des éléves, pour voir si ceux-getippaient leur compétence a résoudre
des problemes et si cette derniére cadrait avecvikEses ministérielles. Des grilles
d’évaluation, dont I'objectif était plus spécifiquent de garder des traces des productions
des éléves, ont alors été élaborées pour perndstjager de la progression des éleves.
Voici 'exemple d’'une grille batie afin d’évaluena résolution de problémes (cf. figure 3).

® Probléme tiré de Mathématlon, APAME. Malheureusetyi&année n’a pu étre retrouvée.
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Titre ou numéro du probléme :

Support utilisé dans la résolution du probleme

] ENONCES Oui_ Non
L'éleve utilise seulement les nombres du probléniefait des
Support calculs pour résoudre son probléme.
nombre L'éleve utilise un exemple numérique pour y voiaicldans I3
structure du probléeme.
L’éleve se sert du dessin pour raisonner, il tivaur le dessin (le
Support dessin constitue le point de départ, un démarrdgerésolution duy
dessin probléme).
L'éléve se sert d’un dessin pour illustrer sa ré&ggoou ses données,
mais il n'opére pas dessus.
Il'y a présence d'une explication en mots de la atéhe venant
Autre support a!o'pyyer le rmsonn\ement. i _
L'éléve a recours a un autre mode de représentatiorntableau, up
schéma, etc.
Mixte L’éléve a recours & de multiples représentations.
Organisation
Echelle
Peu Moyen Beaucoup
Les solutions de I'éléve sont clairement
structurées. On voit facilement son 1 2 3
cheminement.
L’éléve met en évidence ses étapes de Oui Non
résolution.
L’éléve met en évidence sa réponse. Oui Non
Argumentation
Echelle
Pas du tout Peu Moyen Beaucoup
Elaboration de I'argumentation 0 1 2 3
L’argumentation de I'éléve est : Vraie Fausse
Stratégies
L'éleve emploie différentes stratégies. Oui Non
Validité de la stratégie (spécifier la stratégie) Oui Non

Figure 3 Fiche d’appréciation de la résolution d’un peshé
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Comme nous pouvons le constater, cette grille eahfjuatre parties bien distinctes :
les supports a la résolution, 'organisation dsdhtion, I'argumentation dans la démarche
et les stratégies employées. Attardons-nous plésifiuement a chacune des parties.

Parmi les composantede la compétence a résoudre des problemes, lgsosamtes
« représenter la situation-probleme par un modédghématique » et « élaborer une
solution mathématique » sont rejointes par la peeenipartie de la grille, celle des
supports. Cette premiere partie est subdiviséeuatrecatégories. L’enseignant doit alors
cocher lorsqu’un certain type de support est étifiar I'éléve. Le premier type de support
qui peut étre utilisé pour résoudre un problemelestupport « nombres ». Le support
nombres a été divisé en deuséleve peut utiliser des nombres pour faire afcal (les
nombres servent ici a résoudre, et le probleme Eemtant tout associé a un calcul) ou
bien utiliser une valeur numérique pour y voir cldans la structure du probleme (les
nombres servent alors d’amorce a la résolutiorpelsnettent a I'éleve de comprendre le
probleme, les relations entre les données). D’'wnachautre, le support nombres ne joue
pas du tout le méme role.

L'éléve peut également avoir recours a un suppatéssin ». Il peut la encore
utiliser le dessin comme un moyen de résolutiomrati®dnnement, comme amorce servant
a mieux comprendre le probléme et sa structurdhiem I'éleve peut se servir du dessin
uniguement pour illustrer sa réponse sans « opéd@ectement sur celui-ci. Comme autre
type de supports, I'éleve peut recourir a une egfibn en mots qui vient appuyer son
raisonnement, ou bien il peut avoir recours a uneamode de représentations. On pense
dans ce dernier cas a des tableaux, des schémasineiement, pour les types de supports
gue nous avons ciblés, I'éleve peut avoir recoutsr asupport mixte, c’est-a-dire qu’il
s’appuie sur plusieurs représentations pour amoeteavancer dans la résolution du
probleme.

La deuxiéme partie de la grille s’attarde a I'onigation de la démarche de I'éleve.
Elle rejoint ici la composante de la compétencearkgger I'information relative a sa
solution ; structurer sa démarche pour qu'un aptrsse la comprendre ». Cette partie a
été divisée selon trois critéres distincts : lactire de la démarche de I'éléve, la mise en
évidence des étapes de résolution et la mise elerdse de la réponse donnée par I'éléve.
Pour le premier critere, I'enseignant peut utilisere échelle de 1 & 3 (peu—-moyen—
beaucoup), selon son jugement.

La troisieme partie de la grille porte sur I'argurtegion dont fait preuve I'éleve a
lintérieur de sa solution. Cette dimension rejodlavantage la composante « valider la
solution ». D’'une part, I'enseignant peut, sur @uhelle de 0 a 3 (pas du tout—peu—
moyen—beaucoup) juger de l'argumentation dont fakuve I'éléve. Tout ce que
I'enseignant évalue dans ce critére, c'est la prégs@u non de I'argumentation, puisque
dans un deuxieme temps, il peut juger si cetteraegiation est vraie ou fausse.

" Dans le programme du Ministére de I'éducation dugl@@c, la compétence a résoudre une situation-
probléeme est subdivisée en cinq composantes : décled éléments qui se prétent a un traitement
mathématique, représenter la situation-probleme yparmodéele mathématique, élaborer une solution
mathématique, valider la solution et partager dimfiation relative a la solution.
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Finalement, pour la derniére partie de la grillels nous intéressions aux stratégies
présentes pour chacun des problémes demandés shioligitions faire ressortir si I'éléve
emploie plusieurs stratégies pour résoudre le pmél; dans un deuxieme temps, s'il
identifie la stratégie employée et dans un troigiesi elle est valide. Par exemple, la
résolution du probléme de la balance, abordé petnétkent, peut déboucher sur plusieurs
stratégies qui mettent en évidence la richesse rdhlgmme, comme le démontrent les
stratégies suivantes pour les questions a) et b).

Premiére stratégie :Elimination

L’éleve élimine ce qui est commun a chaque cétéladebalance. Il raisonne sur
I'équivalence de poids qui est conservée entrelées plateaux pour déduire le résultat.
La figure ci-dessous montre la production d'un €léent la résolution met en ceuvre cette
stratégie.

Figure 4. Stratégie d’élimination employée par un éléve
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Deuxiéme stratégie :Comparaison
L’éléve compare les éléments présents sur chacupldieaux pour déduire le résultat.

Figure 5. Stratégie de comparaison employée par un éleve

Troisieme stratégie :Donner une valeur fictive aux masses
Les éléves donnent un poids fictif pour la massen dbjet afin de pouvoir déduire la
masse de l'autre objet

Figure 6. Stratégie consistant a donner des valeurs fitive
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4. QUELQUES RESULTATS ISSUS DE LA RECHERCHE, SOUS ANGLE DES
SITUATIONS EXPLOITEES

Comme nous l'avons souligné précédemment, I'expgEntation du portfolio et I'analyse
des productions des éléves, a I'aide des différeutits mis au point, faisaient I'objet d’un
mémoire de maitrise (Labrosse, 2004). Du point de de la recherche, plusieurs
conclusions ont été mises en évidence. Sans @@narles détails, nous présenterons, dans
ce qui va suivre, quelques-uns de ces résultats.

Dans un premier temps, I'analyse des productioaedés a permis de constater que
certaines situations exploitées dans les formulatiet les résolutions avaient plus de
potentiel que d’autres. Des problémes comme celliadbalance (cf. figure 3) favorisaient
I'argumentation des éléves, par la nature des mqunssposées et le recours a d’autres types
de représentations (support du dessin, aucun namgsedonné). Les éleves étaient forces
d’argumenter en mots, étant donné le type de aquegiosée et le support proposé (la
question portait moins a s’engager dans des calddés problémes de ce type motivent
une justification et du méme coup, permettent askignant de mieux suivre le
raisonnement de I'éléve.

D’autre part, comme ce probléeme est formulé en éernde comparaisons
qualitatives, il a favorisé I'emploi d’'un plus gdanombre de supports dans les résolutions
des éleves. Les éléves utilisaient plus de resssume qui apparait un bon indice du
développement de la compétence a résoudre despredl Conséqguemment, ce type de
problemes semble mobiliser un plus grand évenistdatégies, fait intéressant compte
tenu de la composante « apprécier la pertinenkeffitacité de différentes stratégies ».

Pour faire suite a ce bref retour sur le poterdielcertaines situations exploitées,
nous reprendrons les principales observationssfaiéms I'analyse, quant a I'évolution de
la compétence a résoudre une situation-problemelekeléves.

Dans les activités de résolutions, nous avons wvésene certaine évolution des
justifications des éleveda présence d’argumentation en mots semblait an¢gn au fur
et a mesure que se déroulait I'expérimentation.sS&angle des supports utilisés, les
éléves mobilisaient plus de ressources a mesuiks dai'saient les probléemes proposés.
Toutefois, ces justifications semblaient étroitetnBées aux situations proposées, au
méme titre que I'emploi par les éléves de supmtiftérents.

5. EN GUISE DE CONCLUSION

Le portfolio permet de mieux voir la progressiors ammpétences des éléves et rejoint
bien une optique d’individualisation des approcpéslagogiques et évaluatives. Par la
multitude des situations exploitées dans le padfglarticulierement celles ou I'éleve doit

résoudre des problemes de toutes sortes, I'ensgigpaut mieux percevoir les

raisonnements de ses éléves. Conséquemment, ptustatégies peuvent alors étre
confrontées et permettent des échanges enrictsssavorisant le développement des
compétences disciplinaires. Des problemes richesmm celui de la balance permettent
non seulement a I'éléve de mobiliser ses savoithénaatiques, mais 'ameéenent également
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a argumenter, a recourir a plusieurs supportguatater sa démarche et a étre confronté a
plusieurs stratégies.

Evaluer un probléme mathématique est une tachecbepuplus complexe que la
pratique enseignante nous laisse croire. C'estqumidiversifier les problemes que nous
soumettons a nos éleves et recourir a des grillégaldiation nous permet, comme
praticien, de considérer la démarche entiére deviéet ainsi prendre une distance de la
simple réponse au probleme.
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« Papa veut que je raisonne. .»*,

Quelques réflexions sur la valeur
du raisonnement mathématique dans la formation
de futurs citoyens et professionnels

ANNA SIERPINSKA

CONCORDIA UNIVERSITY

1. INTRODUCTION

Le theme de ce colloque, « Raisonnement mathéngagguormation citoyenne » et les

guestions soulevées dans le document de discussftimient a remplir un congrés de

neuf jours pour quatre mille participants. J'avdismc beaucoup de difficulté a choisir un

point particulier pour ma conférence. Finalemeat,décidé de partager avec vous, un peu
en vrac, quelques idées qui me sont venues er lessdocument de discussion.

Un point qui a surtout attiré mon attention dansléeument de discussion était le
suivant :

Les concepteurs des programmesMinistére de I'Education du Québeonsidérent pour
leur part que l'enseignement de la géométrie ctrestin lieu privilégié ou initier I'éléve aux
« ... exigences de rigueur, d'exactitude, de juatiic et de preuve » (MEQ, Math 436,
p. 3). Ces exigences ne pourront aller qu'en augamnquand on sait que lrouveau
programme du secondaire fera de la compétence « Déployer raisonnement en
mathématiques » lI'une des trois compétences fonttates. Dans le nouveau programme
du primaire déja en place, la compétence « Raisoanide de concepts et de processus
mathématiques » joue également un réle cent@DM-2005, Exposition du théme du
colloque).

Je me suis demandé que pourrait devenir, dansataype de I'enseignement et de
I'évaluation, l'initiation aux « exigences de rigue d’exactitude, de justification et de
preuve » et I'exigence de « raisonner a l'aidea®cepts et de processus mathématiques ».
Mon expérience et ma mémoire de I'enseignementntibématiques dans la deuxieme
moitié du XX siécle ne me remplissent pas d’optimisme.

Faire des preuves, c'est difficile. Evaluer lesuves des étudiants, nest pas
facile non plus. Et ce n’est pas tres agréable peaseignant ! Alors pour éviter un taux
excessif de retards scolaires, on va construiré¢ tou échafaudage didactique qui va
réduire I'activité de preuve a des récitationsa giloduction de textes formatés d’avance,
dont le contenu aura tres peu a voir avec les mamments réellement conduits par les
éleves. On va traiter la preuve pendant une ou demaines et puis on va passer a autre
chose. La preuve va perdre son role d’explicatieimoyen de comprendre, de contrdle de

! Cette citation vient de la chanson enfantine h¢Vus dirais-je mamadre qui cause mon tourméapa
veut que je raisondeomme une grande personméoi je dis que les bonbohsalent mieux que la raison. »
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la validité des résultats, de travail de rechenmttahématique. Les didacticiens feront un
grand travail conceptuel et ils seront trés créatihais les €léves auront une preuve
irréfutable que les mathématiques a I'école, cstrpas logique, c’est de la mémorisation,
c’est des questions qui n'ont pas de sens, c’eltrigaine ou la vérité est déterminée par la
seule autorité de I'enseignant, et si les étudiastsavent pas ce que I'enseignant veut
gu’ils fassent, aucun raisonnement ne va les a@deuver la bonne réponse.

Je ne suis pas contre l'enseignement qui valorise taisonnements en
mathématiques. Je suis seulement contre des prowgsrmu les éléves ont a produire des
preuves dans un langage et une forme déterminé®ra garce qu'on le leur demande ;
c’est-a-dire, ou la preuve est un produit du cdrdidactique et non un outil de contrdle de
la validité, un moyen de s’expliquer et de comprenthe théorie.

2. QUELLES POURRAIENT ETRE LES CONSEQUENCES DU FAIT DE
PRENDRE LE RAISONNEMENT MATHEMATIQUE COMME OBJET
EXPLICITE D’ENSEIGNEMENT ?

Je vais expliquer mes craintes a ce sujet a phutirexemple.

Les candidats pour les études commerciales dame notversité doivent prendre
des cours d’algebre et de calcul différentiel éégnal. Pour l'intérét de cette clientéle, on
invente des problémes comme le suivant :

Dans le probleme suivant, vous devez montrer aiggbment comment vous étes
arrivés a votre réponse. Il ne suffit pas de dorsmrlement la réponse.

Une somme de $100 est investie dans deux plans différents, umaanun intérét
simple de 10% et l'autre de 7.5%. (Le risque essprand dans le fond & 10%).
Quelle est la plus petite somme qui doit étre itees10% pour que l'intérét annuel
soit de $850 2

Supposons gqu’un étudiant arrive a la réponse exariaides calculs systématiques,
commencant par un investissement d®@0, 'augmentant de 1000 et calculant & chaque
fois l'intérét total (Tableau 1). Il finit par obig lintérét total de B50, lorsque la
répartition des fonds est 4000 + 6000. Le seul Iprob est de vérifier si cette somme
pourrait étre obtenue avec un investissement mtisque $ 4000 dans le premier fond.

Plan1l | Plan2| Intérétl = Intérét 2 = Intérét total
0.1*Planl 0.075*Plar?
1000 9000 100 675 775
2000 8000 200 600 800
3000 7000 300 525 825
4000 6000 400 450 850

Tableau 1Solution par exploration systématique

2 Examen final, décembre 2004, MATH 2Bandamental Concepts of Algeb@oncordia University.
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En observant la derniere colonne, il voit que lemhres croissent toujours par 25.
Comme la derniéere colonne est obtenue par multifin par des constantes et par
addition, on ne peut pas avoir de surprises erdge Vialeurs obtenues et il n'y a
certainement pas de possibilité d’obtenir 850 darderniere colonne avant d’avoir 4000
dans la premiere.

Mais ce raisonnement ne se qualifie pas comme @dgéh donc il ne compte pas
dans I'évaluation. Alors I'étudiant décide de rédigne solution algébrique. Il pose :

x+y =10000
0.1x+ 0.075y = 85C

Il résout ce systéme d’équations par des manipuatalgébriques et obtiext= 4000. Sa
solution ne contient aucune explication verbales’'an abstient car la solution doit étre
« algébrique ». Par ailleurs, cette suite d’équitine correspond pas a son raisonnement,
donc il ne saurait méme pas quoi écrire. Quandctggections arrivent, I'étudiant est
surpris de n'avoir pas recu 100% des poihtsréponse est bonne, mais le raisonnement
ne I'est pasexplique I'enseignantl fallait écrire :

Soitx la somme investie a 10 % et spltintérét total. Par les données du
probleme,
y =0.x + 0.075 (10000 %), soit
y=0.02% + 750, ou
x=(y—750)/0.025
Donc, siy est égal a 85& = 4000.
Commey est une fonction croissante, pou 4000,y > 850.

Donc linvestissement de 4000 & 10 % est le moingren doive faire
pour obtenir I'intérét total de 850.

L’étudiant essaie de convaincre I'enseignant gu&ih c’est comme c¢a qu’il a
raisonné, mais il ne I'a pas écrit parce qu’il agast pas comment le mettre par écrit avec
desx et desy. L'enseignant ne se laisse pas convaincre, partedgit mettre des notes
sur la base de ce qu'il voit dans la copie, et derce que I'étudiant lui dit qu’il a pensé
apres avoir regu la note.

3. LES RAISONNEMENTS MATHEMATIQUES SONT-ILS UTILES POUR LES
ETUDIANTS QUI SE DIRIGENT VERS D’AUTRES PROFESSIONS QUE LA
RECHERCHE EN MATHEMATIQUES ?

Prenons un autre exemple :
Algebre pour les candidats aux études en psycholagien éducation.

Dans notre université, une des conditions a I'adimis aux études en psychologie
est la réussite d’'un cours d’algébre de niveaurs#gice. Ceux qui ne I'ont pas pris quand
ils étaient encore a I'école ou ceux qui I'ont pkig a un certain temps suivent un cours de
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rattrapage, offert par notre université (MATH ZB@ndamental concepts of algepr&our
réussir ce cours, il faut, entre autres, résoudseptlobléemes comme le suivant :

Factoriser complétement
6a’xXy+10a X'y + 14axy

Les étudiants n'ont pas de moyens théoriques paligter leur résultat. Le cours ne
développe pas la théorie des polynébmes au poiead qui suit le cours peut décider si
un polyndme est ou non irréductible. Donc, I'étudiae peut pas décider s'il a, oui ou
non, factorisé le polyndme « complétement ». Augendit, la validité de sa réponse n’est
pas sous le contrdle de son propre raisonnemeig,dépend de I'autorité de I'enseignant.

A quoi des exercices comme celui-ci peuvent-ilsiselans la formation citoyenne ?
Apprendre les mathématiques sans pouvoir discutda dalidité d’'un résultat en termes
mathématiques avec son enseignant: cela peut ipgodes citoyens dociles devant
l'autorité des savants mathématiciens, mais peat{#ds des citoyens critiques vis-a-vis
des discours politiques utilisant des argumentsitgaéifs ou soi-disant scientifiques. Mais
peut-étre ces exercices sont-ils utiles dans ledeéten psychologie et ce serait pour cela
gu’on les fait faire aux étudiants ?

Les étudiants en psychologie rencontrent les madtigoes surtout dans les cours de
statistiques. A quoi pourrait leur servir la congméte en manipulations algébriques qui est
exigée pour leur admission a ces programmes ? s cde statistiques pour les étudiants
en psychologie ou en sciences de I'éducation serhbie pas capitaliser sur cette
compétence. Prenons I'exemple du manuel d’Aron &mA§2002). Ce manuel introduit la
formule pour la variance par rapport a la moyenneal populatiod comme une sorte de
représentation graphique — plutdt qu’algébrique e-tadprocédure du calcul de cet indice
statistique.

We have seen that the variance is the average sduigviation from the mean. In symbols,
this is how it looks :

(X- M)
N

SO =

S[DPis the symbol for the variange.] The symbol emphasizes that the variance is standar
deviation squared. The top part of the formulahis $sum of squared deviations. X is for each
score and M is the mean. Thus, X — M is the scamagrthe mean, the deviation score. The
exponent, 2, tells you to square each deviatiomesdeinally, the sum sigiiS) tells you to
add together all these squared deviation scores. @dttom part of the formula tells you to
divide the sum of the squared deviation scores bth& number of scorgg\ron & Aron,
2002, p. 30).

Le statut opératoire de la représentation symbeligule fait qu’elle appartient a un
registre sémiotique permettant un traitem@ntival, 1995) — n’est ni souligné, ni utilisé
dans le manuel, méme quand une occasion se présemtéelle occasion apparait lorsque

3 C’est une formule pour la population entiére et mmur un échantillon : cela explique qu’on Bitau
dénominateur.
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le manuel introduit une «formule de calcul » pdarméme variance. L'équivalence
algébrique des deux formules n’est pas démontréke (ecteur n’est pas encourageé a le
faire), et elle n'est méme pas discutée. On expligegulement le contexte historique de
I'existence des formules de calcul a coté des feemde définition. Le lecteur pourrait étre
conduit a penser que les deux formules sont éwnted pour des valeurs de
suffisamment grandes, puisqu’on souligne le fai¢ d@ formule de calcul est utilisée
lorsque le nombre de données est grand.

In actual research situations, social and behavia@entists must often figure the variance
and the standard deviation for distributions withgaeat many scores, often involving
decimals or large numbers. This can make the wpabeess quite time-consuming, even
with a calculator. To deal with this problem, otbe years researchers developed a number
of shortcut formulas to simplify the figuring. Aosttut formula of this type is called a
computational formulalhe computational formula for the variance is

Note thatSX? means that you square each score and then taksuimeof these scores.
However, 6X)? means that you first add up all the scores anah tiadse the square of this
sum.

This formula is easier to use if you are computimg variance for a lot of numbers by hand
because you do not have to first find the deviasicore for each raw score.

However, these days computational formulas are paihhistorical interest. They are used
by researchers only when computers are not reaalilgilable to do the figuring. In fact,
even many hand calculators are set up so that yemdronly enter the scores and press a
button or two to get the variance and the standdediation (Aron & Aron, 2002, pp. 31-
32).

Regardons les deux formules.
(X - M) X2 - ( X¥P I N

SDzzT S[f: N

Pour démontrer qu’elles sont équivalentes, doncelps produisent un méme
nombre pour une méme liste de donn¥edl faudrait les voir comme représentant des
nombres et non des procédures. Ceci est le prabgtacle conceptuel a franchir et nous
savons gu'il est de taille ; il est aussi tres cammarmi les étudiants. Une autre difficulté
pour les étudiants qui ont appris I'algébre dans amurs donnés par des mathématiciens
(et non par des statisticiens ou psychologuesjwesia notation utilisée dans ces formules
est différente de celle gu’ils connaissent. Cemfdes ne peuvent pas étre prises « a la
lettre », pour ainsi dire ; elles comprennent déigures de style mathématiques des
meétonymiegars pro totg en 'occurrence. Dans les classes d’algébrecdraé plutét :
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[N

sp¥ = = et sp¥ = = =

Les formules du manuel Aron & Aron sont comme umtip (ars) seulement d’un
« tout » {oto) que constituent les formules ci-dessus.

Dans les cours de statistiques enseignés par désémmaticiens, les formules
n'apparaitraient pas comme des procédures de cakislcomme des définitions, avec des
hypothéses détaillées a propos des variables erll jeat probable que ces formules ne
seraient données que comme une sorte d’annexe théore plus générale de I'étude de
la distribution des variables aléatoires (par eagé¢& Tanis, 2001, p. 13). Un étudiant en
psychologie ayant appris les statistiques chez meshématiciens aurait du mal a
s’habituer a ce nouveau discours, qu'il verrait ompeu soigné. Pourtant, dans un
contexte ou tout le monde sait de quoi on parlepeurt faire de I'algébre avec la notation
comme celle du manuel d’Aron & Aron, sans traines Indices et les bornes des
sommations qui, c’est entendu, sont toujours lesy@sedans le cadre d’'un méme calcul.
« C’est entendu »donc, on ne se pose plus de questions. On netiouss pas le
contexte, on ne cherche pas a savoir qu’est-cesgpasserait dans un autre contexte,
comme en mathématiques. Alors on peut calculegtidlement, sans se soucier de mettre
les indices et les bornes, a condition de se rappgle X représente une variable qui
dépend de l'indice, alors qu est une constante. Aindil est un facteur commun dans la
sommeSXM :

S(X=M)?/N= S(X2=2XM+M?)IN=SX?/N—2M (SX)/N+NM %N
=SXZIN-2M2+M? =SX?/N-M? = (SX?=(SX)?/N)/N.

Questionnement de la pertinence des raisonnements athématiques pour des
professions diverses

Les recherches sur les raisonnements effectuédesapraticiens des professions diverses
(employés des banques, des hoépitaux) mettent ete dbotérét d'exiger des formes
précises de raisonnement aupres des étudiants equdirgent vers des professions
différentes de celles d’'un chercheur en mathémesiqu

For the past 15 years, studies of adults’ behaviouthe workplace have had an important
impact on the way we think about mathematical reamp [These research workgave all
pointed towards a similar conclusion : that mosulsl use mathematics to make sense of
situations in ways which differ quite radically fnothose of mathematicians..] Rather
than striving towards consistency and generalitygbtem solving at work is characterised
by a pragmatic agenda and geared to solving paldicuyroblems. Occupational or
professional concerns take precedence over thaseatte mathematica(Noss, Hoyles &
Pozzi, 2000, p. 17).

From a mathematical point of view, efficiency isialyy associated with a general method
that can then be flexibly applied to a wide varietyproblems. This is clearly not the case in
the workplace. Even if a number of tasks could ma@hty be solved with a similar

approach, practitioners prefer to use different eggrhes for each task, partly based on the
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resources at hand. The crucial point is that oréitns such as generalisability and
abstraction away from the workplace are not part tbe mathematics with which
practitioners work. Thus mathematical routines eaeely, if ever, interpreted as exemplars
of completely general mathematical concepts orti@eships, nor are they manipulated or
transformed to solve different types of problems] [In some caseske could discern some
kind of mathematical model underpinning practiceit mne with distinctive workplace
features. The model comprises an abstraction frbm ilmmediacy of the situation, but
because of these workplace features it retains esnof the setting — hence we have
called practitioner’s conceptions of the mathermmtitey use at work, situated abstractions
(Ibid., p. 32).

Tout cela remet en question [l'utilité de I'apprestige de la preuve en
mathématiques par tous les étudiants du seconelapieis généralement, la possibilité du
« transfert » des compétences mathématiques arebadbmaines. Dans sa revue des
recherches sur le « transfert », Evans écrivait :

Noss & Hoyles recognised a number of ways in whidtk practices and academic
mathematics discourses are distinct ; for examiamiliar representations, such as graphs,
are ‘read’ differently : in[banking mathematicsjraphs tend to be considered as displays of
data — whereas, iffacademic mathematicshey are read as a ‘medium for expressing
relationships’ (1996 : 13-15). They were able todte fruitful points of inter-relation in the
learner’s everyday practices, and also potentiaslgading links. One example is the care
that is required in discussing interest calculasdfusing percentages) where the conceptual
priority (in [academic mathematic$grms) of simple interest (prior to compound ingtye
conflicts with its relative rarity ifbanking mathematicgjractice. But a key point was found
where work practices usefully overlap with academithematics : the idea of a function
was used as a ‘bridging concept’ betwedbanking mathematicsland [academic
mathematics]And programming was used as a way of building nedgEvans, 2000, pp.
297-298).

Un fait & retenir de cette citation est que leganghies conceptuelles établies en
mathématiques sont soumises a d’autres regles ane dlautres domaines de I'activité
humaine. On regarde autre chose, on se préoccap@ab questions que de I'organisation
logique d’une théorie et de la validité et génégadies énoncés. La décontextualisation, qui
est le fondement de la généralité en mathématiqonest pas la priorité dans les
raisonnements mis en ceuvre en milieu de travail.

Evans en arrive a la conclusion qu'un enseignemasant le transfert des
apprentissages doit en faire un objet explicitel'deseignement. Il faut montrer aux
étudiants comment analyser, en détail, les poiotancuns et les différences entre les
mathématiques scolaires et les pratiques dansrd&aptofessions (Evans, 2000, pp. 299-
300).

Une occasion pour suivre ces recommandations estriexte de I'application du
calcul des dérivées aux problemes de I'économiediOaux étudiants, par exemple, que Si
C(x) est une fonction représentant le colt total dadauction de< unités d’'un produit en
une période de temps, alors X,(appelé coldt marginal, représente, en principdalix
instantané de changement du co(t au moment ototlugion a atteink unités. On leur
expliqgue que, dans la pratique des économisteg) €s¢ souvent interprété comme le colt
de la production de la @ 1) unité. Le manuel introduit aussi les notions defipP(x) et

203



& I"###(TS#

de revenu R( comme fonctions dg, et les notions respectives de profit margina{X)p’
et revenu marginal (RXf).

In practice, C'(x) is frequently interpreted as thest of manufacturing thex + 1)-st unit.
Although this is not exact, it is usually a goodoagximation. The justification for this
interpretation is based on the fact that x is ugukdrge, soDx = 1 can be considered close
to zero by comparison. Thus

C(x+ x)- C(x) . C(x+1)- C(x) _
Lx 1

CKx = EI’i(rgo C(x+1) — C(x)

(Anton, 1992, p. 286).
Le transfert est-il facilité par la résolution d®lplémes comme le suiv&rit

The total profit (in dollars) from the sale of xasvmobiles is P) = 200k — 0.2x? — 3200.
(A) Find the average profit per snowmobile if 4@wmobiles are produced.

(B) Find the marginal average profit at the productevel of 40 snowmobiles.

(C) Interpret the marginal average profit found).

(D) Use the results of (A) and (B) to estimate dkierage profit per snowmobile if 41
snowmobiles are produced.

Les étudiants ont-ils besoin de réfléchir sur ldfédence entre le modele
mathématique (continu) et la réalité (discrete)rdeuésoudre ? Utilisent-ils des formules
et récitent-ils l'interprétation du manuel en répemu point (C), sans se soucier du fait que
40 n’est pas une valeur bien grande et donc, cqampibximation, par le nombre 1, de
I'accroissement de la variabbe n’est peut-étre pas bien justifiee ?

Questionnement de Il'apport de I'exercice de preuvesen géométrie pour la
compétence plus générale en raisonnement « logiguie

Il'y a quelgues raisons de croire que I'entraingmaarx démonstrations en géométrie
n'aide pas forcément a développer le «raisonnemegtque ». Voici quelques
statistiques, provenant d’'une étude TIMSS citéeHmwson (2003, p. 129). On regarde les
solutions des étudiants d’a peu pres 18 ans, prelesncours avanceés de mathématiques, a
des problémes de deux types : problemes de dératiosten géométrie et probléemes en
raisonnement logique. Voici des exemples de telblpmes.

Probleme P1 :

Dans le triangle ABC, les hauteurs AA’ et BB’ saipent au point O.

On sait que les angl& ABC etb A’OB’ sont supplémentaires (leur somme est
€gale a deux angles droits).

Démontrer que le triangle ABC est isocele.

* Final examination, MATH 209, Concordia Universig04.
® Les problémes P1 et P2 sont des exemples desdgpeblémes qui auraient pu étre donnés dansigét
TIMSS. Ce ne sont pas exactement ces problemessdione cite pas ces problemes dans son article.
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Probleme P2 :

A I'heure du golter, a la garderie, on a donnéhissuits aux enfants. Il y avait 15
enfants. Didier a mangé 13 biscuits, et chacuradeées enfants en a mangé moins
que ce nombre.

Trouve, si possible, parmi les énoncés suivantss gai s’ensuivent logiquement
de l'information ci-dessus.

A. Il reste 2 biscuits pour les autres enfants.

B. Au moins deux enfants ont mangé chacun au nuEnX biscuits.

C. Au moins deux enfants ont mangé le méme nonbiastuits.

D. Au moins un enfant n’a pas mangé de biscuits.

On compare les pourcentages des éléves qui onhwlokes réponses correctes, pour la
Grece, la France et les Etats-unis (Tableau 2).

% d’étudiants 18+ en maths Probléme de démonstration Probléme de raisonnement
avancées

Gréece 10% 65% 33.8%

France 20% 53% 61.8%

USA 14% <10% 70.0%

Tableau 2Résultats d’'une étude TIMSS

Data from the Third International Mathematics ande®ice Study (TIMSS) relating to pure
geometrical knowledge of 18+ specialist mathematstgdents in their last year of
secondary school make dismal reading. For exangslegpen response item asking students
to prove a triangle was isoceles (given angle faelsiting to two of its altitudes) was
answered correctly by fewer than 10% of US spestiaditudents ; the corresponding
percentages for two groups og high scoring studdnisn Greece and France, were 65 and
53 respectively. (‘Specialist students’ represergpdroximately 14%, 10% and 20% of the
three countries age cohorts.) However, before aagls too much into these results and the
students’ abilities to think logically, it shoul@ moted that the percentages of students able
to identify which of four statements could be latiic deduced from the fact that (to
paraphrase) 21 letters had been placed in 4 pigealas were : US, 70.0 ; France, 61.8, and
Greece, 33.8(Howson, 2003).

4. ENSEIGNER LA PREUVE, C’EST DIFFICILE. LES RESULT ATS VALENT-
ILS L'EFFORT ?

On peut demander aux étudiants de justifier le@éssiltats, mais alors il faut s’attendre a
des arguments de toutes sortes, qu'on ne pourré&yzdger avec les mémes critéres que
d’autres types de réponses. Les enseignants deematilques ont horreur de corriger les
exercices contenant des raisonnements plus lohfmutlétablir des critéres pour chaque
probleme séparément et ceci, seulement apres \ava@s solutions de tous les étudiants.
Dans beaucoup de cas, il est difficile d’établimeoent I'étudiant a raisonné, car il peut
avoir eu du mal a s’exprimer, surtout si la langlienseignement est différente de sa
langue maternelle.
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Un autre probleme pour les enseignants est le suia preuve mathématique n’a
de sens que dans un systeme théorique, avec lespterintroduits par des axiomes et
définitions, une notation symbolique incluant degles de manipulation, des propositions
et théoremes. Le temps donné pour une quelcongéerieh étant maigre (on doit
familiariser I'éleve ou I'étudiant avec un grandmmare de concepts provenant de théories
diverses : ce n'est plus que la géométrie, I'aréétique et I'algebre comme autrefois), si
'on voulait faire faire des preuves aux étudiams, en serait resté au tout début de la
théorie, avec des théorémes pas trés importangrégnants pour les applications. Par
exemple, en algébre linéaire, on fait grand catadi#monstration qu’il n’y a qu’un seul
zéro dans un espace vectoriel). En plus, les sestami permettent de faire des preuves
rigoureuses a base d’'un petit nombre de réglesenwenmt étre que des modeles trés
simplistes d'une réalité mille fois plus complexées modeles ne permettent donc
d’expliquer que trés peu de chose. A quoi bon tiéiser, alors ?

L’enseignement des démonstrations mathématiquesatsire pour sa difficulté.
Dans une recherche faite en Belgique (Burton eh®et-Jehin, 1998) sur un échantillon
de 1063 éleves finissant leur premier degré durgkmice, seulement 14% des éleves ont
atteint la « maitrise » dans la démonstration djogpriété géométrique (obtenu une note
de plus de 80%). Le taux de maitrise n'était plas Que sur deux autres compétences :
résolution de problémes (10%) et manipulationstaigées (9%). Les éleves maitrisaient
le mieux les problémes ou il s’agissait « d’associre équation a une représentation
concréte » (taux de maitrise = 69%) et « comparevaleur de l'inconnue dans deux
éguations » (taux de maitrise = 66%). Il est dorémmm plus difficile d’enseigner la
résolution des problemes que l'art de la démonstratmais dans la résolution de
probléemes, au moins, les éléves ont plus de moglensontrdle sur la validité de leurs
solutions. Et la valeur éducative pour tous lesedale la résolution de problémes est plus
évidente que celle des démonstrations mathématmus®u moins formelles.

La recherche mentionnée a été conduite pour ditignes les causes d'un taux
élevé de retard scolaire en Communauté francaisBeligique relativement aux autres
pays européens, et cela aprés une réforme deitmeseent fondamental et secondaire qui
voulait promouvoir I'idée d’'une « école de réussité.es auteurs disent :

[L'idée de I'école de réussitalevait se traduirden mathématiquegar la préoccupation
déclarée de dispenser a tous les éléves les bagagghématiques nécessaires au
développement de citoyens critiques et responsaliegendant, a I'opposé des objectifs
définis par les pouvoirs publics, les indices qitatifs dévoilant une tout autre réalité du
terrain éducatif se sont accumulés au fil du tentipexisterait donc des écarts importants
entre les objectifs visés et réaligdairton et Deteux-Jehin, 1998).

Parmi les facteurs responsables de tels résukatguteurs mentionnent la « culture
de I'échec », qui induit les enseignants a instades pratiques d’évaluation normative, de
varier leurs exigences et les élever au-dela dgiifls formulés dans les programmes en
fonction de la maitrise maximale atteinte dans lasse. Ces pratiques, disent-ils,
constituent « une puissante contrainte a touteatiget de la démocratisation de I'école.
[...] Le systeme éducatif belge est marqué par uniéabde culture de I'échec ».
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Ces auteurs mentionnent aussi «les imprécisiorss admsignes d’évaluation »
comme cause possible des résultats médiocres.n@@eédisions, je crois, ne peuvent pas
étres éliminées en ce qui concerne |'évaluationpteaves produites par les élévesci
n'est pas possiblgar principe Il y aura donc toujours une grande liberté etcadon
variabilité dans I'évaluation parmi les différergaseignants et parmi les évaluations de
différents étudiants par un méme enseignant.

Mathematical ‘rigorists’ believe that it is posskbby representing a mathematical proof in
the language of first order logic, to establish beg any doubt the validity of a
mathematical statement. But they fail to make cldwat such derivations are purely
hypothetical activities (except for ‘toy’ problertigat might be played with as exercises in a
course in logic). The actual situation is this. @® one hand, we have real mathematics,
with proofs which are established by ‘consensughef qualified®. A real proof is not
checkable by a machine, or even by any mathemasigiat privy to the gestalt, the mode of
thought of the particular field of mathematics imigh the proof is located. Even to the
‘qualified reader’, there are normally difference§ opinion as to whether a real proof (i.e.
one that is actually spoken or written down) is ptete or correct. These doubts are
resolved by communication and explanation, neverdmyscribing the proof into first-order
predicate calculus.(Davis, Hersh & Marchisotto, 1995, p. 392).

5. APPRENDRE LA PREUVE, CEST DIFFICILE. QUELS EN SONT LES
COUTS DIDACTIQUES ET SOCIAUX ?

Faire des preuves est difficile parce que c’est uacte créatif dans un domaine tres
particulier de pensée

La preuve de I'énoncé portant sur une conditiofisarite pour qu’un triangle soit isocele
(voir le probleme P1, précédantTableau 2 peut se réduire, finalement, a un petit calcul
formel (Démonstration et Figure 1, ci-dessous).

Démonstration.

Par hypothesd) A’OB’ = 180 — (a+b) (2)
Par le théoreme de I'angle extérieur dans un tiigBgA’OB’ = 90 + a (2)
(1) et (2) impliquent que 2a=90—-b,cequidnBf—a=a+b 3)
Par la somme des angles d'un trian§leACB =b B'CB=90-a (4)

Comme a + b ® ABC, par (3) et (4 ABC =b ACB
et le triangle ABC est isocéle, C.Q.F.D.

® Ainsi, c’est I'enseignant qui décide si la prewest valide ou non, privant I'étudiant du controle s
résultats de son activité de preuve : I'étudiatt gar définition, « non qualifié ». L'étudiant esin-qualifié
puisqu’il n'est pas encore tout a fait initié autes de la culture mathématique. Il n’a donc pasitbrité
requise pour dire que c’est lui qui a raison atd@ignant qui a tort.
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Figure 1. Figure pour le probleme du triangle isocele

Mais il ne suffit pas de savoir calculer pour treula preuve. Il faut encore voir des

relations entre les éléments de la figure et ilt feavoir choisir, parmi celles-ci, des
relations utiles pour le but envisagé. La preuvdéagours un acte créatif.

[In] the figure certain lines... seem to be extraneous tminimal figure drawn as an
expression of the theorem itsdlf..] The extraneous lines which in high school arerofte
called ‘contruction lines’, complicate the figureut form an essential part of the deductive
process. They reorganize the figure into subfigaed the reasoning takes place precisely
at this level. Now, how does one know where to dhese lines so as to reason with them ?
It would seem that these lines are accidental otuftous. In a sense this is true and
constitutes the genius or the trick of the thingnding the lines is part of finding the proof,
and this may be no easy matter. With experiencesdasight and skill at finding proper
construction lines. One person may be more skilfulit than another. There is no
graranteed way to arrive at a proof. This sad triglkequally rankling to schoolchildren and
to skillful mathematician(Davis, Hersh & Marchisotto, 1995, p. 166).

Solutions didactiques visant a réduire la difficulé de la preuve

Pour réduire les difficultés de I'élaboration de®yves en géométrie, on a créé des
logiciels de géométrie dynamique comme Cabri ettc®lad, par exemple. On voulait

€galement centrer les raisonnements scolaires@néjée plus sur des explorations et des
conjectures, sur la vérification des conjecturésneins sur la récitation des preuves et
leur rédaction dans un langage rigide. C'est atjuse les années 1990 ont vu la
prolifération de problemes comme le suivant :
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Construis un segment BC et une droite d parallédedaoite BC, différente de BC.
Prends un point A sur d. Construis le triangle AB®Onstruis les hauteurs BB’ et
CC’ de ce triangle. Ces hauteurs se coupent emimh @. (a2) Bouge le point A sur

d et observe le point O. Vois-tu quelque chosetéfessant ? Pose des conjectures
et essaie de les vérifier. (b) Bouge maintenantlrizite d (en la conservant
parallele & BC). Peux-tu expliquer ce qui se passe
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On espérait que les logiciels permettraient a umbre plus grand d’éleves de
découvrir les relations importantes dans la figetreonc, d’obtenir I'idée principale de la
preuve, sans pour cela avoir du génie ou du talentoir dans sa téte ». On espérait que si
seulement les éleves savaient ce qu'il faut déreordans le probléme ci-dessus, ils
produiraient alors sans grande difficulté des smhstcomme la suivante :

Solution possible au probléme d’exploration

On observe que le lieu du poiBt par rapport au poird variant sur la droitel
parallele aBC a l'air d'une parabole. On le vérifie a l'aide dewmyens de
géométrie analytique.

On pose A(t, a) ;B(— b, 0) ;C(b, 0), ou b > 0.
BB': y=(b—t)ax+b(b—1t)a
CC':y=—(b+tax+b(b+t)a
IntersectionO deBB’ etCC' : (t, (- £ + bK))/a)

Plus la distance a de la droite d a la dr@t est grande, plus la parabole est
« aplatie » et plus son sommet est proche de il@ides axes, car le coefficient
du carré de la variable indépendante diminue, et iest de méme du coefficient
libre.

Les recherches ont montre, cependant, qu'il estdifficile d’obtenir des éléves des
démonstrations analytiques apres qu’ils aient #dawéponse d’'une maniére empirique a
I'aide de la machine. On obtenait facilement I'aitéi de conjecture, mais pas l'activité de
vérification des conjectures. Il est clair gu'ilufaconstruire des problémes trés spéciaux
pour forcer des démarches de raisonnement théoejnen basé sur I'évidence visuelle
(un travail de recherche dans cette directionaseh France autour de Colette Laborde).

Les démonstrations sont des textes qui ont peu aivavec les raisonnements utilisés
pour s’expliquer un fait ou valider un résultat

Les raisonnements mathématiques rendent les étadlirs en contrdle de ce qu’il font en
mathématiques et dans d’'autres domaines. Mais guisepas slre si une production de
textes appelés « preuves mathématiques » sourd@gadultion par une note scolaire peut
jouer le méme r6le. Dans ce cas, les étudiantes®adent surtout « quel genre de texte
I'enseignant veut que je produise », car nous ne/quus pas leur donner des moyens de
contrdle sur la validité mathématique de leurs yesu Qu’une preuve soit correcte ou
non, il N’y a pas de criteres simples et commuresh des débutants. Cela revient donc
toujours a I'enseignant de décider si une preuvd@me ou non. Et ainsi, I'étudiant reste
dépendant de I'enseignant. Il y a, bien sdr, quedgméthodes ou techniques de preuve
(comme l'induction, la preuve par contrapositionmais la plupart du temps, une preuve
demande de « voir » un aspect d’une certaine mapigur avoir « I'idée de la preuve », et
cela ne s’obtient pas en suivant une procédufautldu talent, ou beaucoup d’expérience
difficile a acquérir (voir par ex. Castela, 2004).

Voici le témoignage d'une de nos étudiantes, admése programme des
mathématiques a l'université mais exclue du prognand’études commerciales. Elle est
revenue aux études apres neuf ans de travail caaomptable dans une entreprise. On ne
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lui a pas permis de continuer d’occuper ce posteepgu’elle n'avait pas de diplome

universitaire de comptable. Elle a voulu entrepeagramme d’études commerciales, mais
ses notes en mathématiques étaient trop bassesy @ite admise. Elle a par contre été
admise en mathématiques et statistiques. Le presuoies obligatoire dans ce programme
est un cours intitulé « Introduction to MathemdticEhinking », ou les étudiants

apprennent quelques rudiments de logique et deanéshde preuve, dans le contexte des
nombres et des fonctions. Comme comptable, cetidiagtte a d0 résoudre pas mal de
problemes a l'aide de certains raisonnements, o&ie expérience ne lui a apparemment
servi a rien dans le cours. Elle s'y sentait conapieent perdue. Dans une entrevue
(Research on frustration in preparatory math coursdsterview with J. T., mature

student, 2003), elle nous a dit :

J: I’'m doing the course on Mathematical Thinking. vaeexpected to do arguments in Math
and I'm saying I'm lost in proving. How do you peo¥ And | want to learn how to prove,
but | just don't get it. Why this is this and whyst is that, you know it's so hard to get.
Exam's coming up and you haven't quite clicked.aAnd the way how the teachers put
the question isery hard to figure out what they want

A: | think the classical question that they askhiase courses is 'why even plus even equals
even'.
J: Okay, odd and an even. You get an odd. Sartkanhs one of them must be an odd, so you

have to argue why one of them is an odd. So, thetdkerstand, you know, but it's when
they put, prove the square root of something &ional, and then you have to, you know,
it's complicated...

A: Yeah, yeah, yeah.

J: For me|l just want to understand what I'm doing. | expected some help, just never
found it.

A: So that's where you're frustrated ?

J: Yeah.

La réussite en mathématiques est une mesure sociakent reconnue de I'aptitude
académique ; I'échec méne a I'exclusion

Certains sociologues craignent que les exigencesa-vis de l'apprentissage des
mathématiques ne fassent croitre la délinquancliszm®mu les dépressions nerveuses.
C’est le cas de Bourdieu (1994, pp. 49-50), quit écr

Il faudrait aussi examiner le lien entre la noueetlélinquance scolaire... et la logique de la
compétition forcenée qui domine l'institution sddaet surtout I'effet de destin que le

systeme scolaire exerce sur les adolescents : s@mstent avec une trés grande brutalité
psychologique que l'institution scolaire impose g@gements totaux et ses verdicts sans
appel qui rangent tous les éléves dans une hiérarahique des formes d’excellence —
dominée aujourd’hui par une discipline — les mathtiques. Les exclus se trouvent
condamnés au nom dun critere collectivement reoonet approuvé, donc

psychologiqguement indiscutable et indiscuté, catul’intelligence : aussi n’ont-ils souvent

pas d’autre recours, pour restaurer une identiténamte, que les ruptures brutales avec
I'ordre scolaire et I'ordre social (on a observéy &rance, que c’est dans la révolte contre
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I'école que se faconnent et se soudent nombre ddelsade délinquants) ou, comme c’est
aussi le cas, la crise psychique, voire la maladentale ou le suicide

Il est probable que I'exigence de I'apprentissagdaddémonstration mathématique,
davantage que I'apprentissage de I'argumentatiavgrise les enfants des familles qui
valorisent les textes écrits et les connaissarteaxitjues et risque de mettre en échec les
enfants vivants dans des familles préférant lauceilvisuelle et orale de la télévision et des
films. Les premiers ont moins de mal a obtenir dipgdmes universitaires et accéder aux
postes dominants dans la société, postes déjausepam leurs parents. Et ainsi se défait
I'idéal démocratique de I'accés au pouvoir sur &sé du mérite, et non de I'hérédité
génétique et économique.

Le systéme scolaire... maintient I'ordre préexistatgst-a-dire I'écart entre les éléves dotés
de quantités inégales de capital culturel. Pluscsément, par toute une série d’opérations
de sélection, il sépare les détenteurs de capithiiel hérité de ceux qui en sont dépourvus.
Les différences d’aptitude étant inséparables déminces sociales selon le capital hérité, il
tend & maintenir les différences sociales préemtst®[...] En instaurant une coupure entre
les éleves des grandes écoles et les éleves ddgegad’institution scolaire institue des
frontiéres sociales analogues a celles qui sépatai@a grande noblesse de la petite
noblesse, et celle-ci des simples roturiers. Cefgaration est marquée, d’abord dans les
conditions de vie méme, avec l'opposition entrei¢arecluse de l'internat et la vie libre de
I'étudiant, ensuite dans le contenu et surtout diamgjanisation du travail de préparation
aux concours : d'un cbté, un encadrement trés tseicdes formes d’apprentissage trés
scolaires, et surtout une atmosphére d’urgenceeeta@mpétition qui impose la docilité et
qui présente une analogie évidente avec le monddedé&eprise; de l'autre, la ‘vie
étudiante’ qui, proche de la tradition de la vie dehéme, comporte beaucoup moins de
disciplines et de contraintes, méme dans le teropsacré au travail ; elle se marque enfin
dans et par le concours lui-méme et par la coupitxeelle, véritable frontiere magique,
gu’il institue, en séparant le dernier recu du piremcollé par une différence de nature,
marquée par le droit de porter un nom, un ti(Bourdieu, 1994, p. 41).

Méme les étudiants tres doués en mathématiques niaent pas forcément faire des
preuves

Un étudiant en actuariat — avec un talent spéafigaur les mathématiques (16 ans et
déja a l'université) — que nous avons questionrrésen expérience d’'apprentissage de
I'algebre linéaire, nous a dit qu’il avait du mal«avoir » de quoi il s’agissait dans la
théorie. Il luttait contre son incompréhension émd@&nt les démonstrations de tous les
théoremes introduits dans le cours, méme celled’gugeignant omettait en classe. Il en
avait besoin, disait-il, pour mieux « visualiseles liens entre les concepts et comprendre
les raisons derriere les théorémes.

How do | read proofs ? | start by reading the theror What they are claiming. And try to
see in my mind, try to see a picture of what threytalking about, like this part is that part,
so what is this and what is that, and try to semannection, or looking at properties, and
trying to find a way to get from one to the othar.,.. [| make] a lot of notes, and drawings
[...]. It helps because the vision is like the facultyiearning (Sierpinska, Nnadozie &

Oktac, 2002, p. 89).
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L’étudiant ressentait le besoin de vérifier ou deok » la validité du savoir gu'il
apprenait par lui-méme ; la seule autorité de Bggrsant ne suffisait pas.

I would think it is better for me to discover tmath myself. Like, instructors aren’t there to
just tell you what's true or false. If jivere] true... then where would they start... to try to
see these concepts if they were all lied on... Therst be someone who had discovered it.
And when you discover something, what's true ortishalse, then it stays in your mind
[...]. Probably, you should rely on your teachers tockegou some things, and based on
those you can, you can find the truth about othargs. Like, they show you some building
blocks, and you use the building blocks to buildeotthings, but they're not there to show
you everything(lbid., p. 89).

Mais ce méme étudiant n'aimait pas faire des «ases de démonstration ». |l était
shr qu’il allait appliquer les mathématiques daas psofession future, mais il ne se
préparait pas a devenir mathématicien-chercheuliagprentissage de la rédaction des
démonstrations ne l'intéressait pas.

I know [the proof exercisesqre important, but | hate them because they alegahassle.
You really have to work a lot of time on it. It'stra specific example you have to do. When
you have so many things to do, and you have a pyoof can’t say, it's going to take me 5
to 15 minutes, because for that problem it's prdpaiping to take you much more. Or,
you'll have to seek some help. But,... [®computational exercisefhey’re all similar. So
you just have to follow the technique and practinat (Ibid., p. 89).

6. REMARQUES FINALES

6.1. Qu’est-ce qui caractérise les raisonnements th&matiques parmi d’autres
raisonnements théoriques ?

Les raisonnements en mathématiques sont théorigquest;a-dire que leur but est la
production de théories ou de systéemes conceptGels. a des conséquences, comme le
caractéere

— réflexif (les techniques ou procédures restentujotgs ouvertes au
guestionnement) ;

— systémique (les objets de la pensée sont deénsgstde relations ; le sens des
termes est stabilisé par des définitions ; la peesé concernée par les questions de
validité, de méthodologie ; les constatations soujpours hypothétiques...) ;

— analytique (la relation entre la pensée et sget @st mediatisée par des systemes
de signes)

de ces raisonnements (Sierpinska, 2005).

Mais le caractere théorique des raisonnements njest spécifigue aux
mathématiques. Il y a des raisonnements théoridaes les sciences physiques, en chimie,
en biologie, en économie, en psychologie, en listiguie, dans les sciences de I'éducation,
mais aussi dans la littérature et la philosophieisven littérature et en philosophie, par
exemple, le raisonnement est toujours sous le @enttu sens. Dans les sciences de
I'éducation et partout ou I'on utilise les statistés, ainsi que dans les sciences (physique,
chimie, astronomie, etc.) ou I'on construit des gled mathématiques, il y a une partie du
raisonnement qui est sous le contréle d’'un caleuh&l (numérique, algébrique, logique).
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En mathématiques aussi, une partie du raisonneesnsous le contréle d’'un calcul
formel, mais la différence avec les autres sciees¢gju’en mathématiques, la possibilité
d’'un tel contrdle est une préoccupation majeure cligrche a construire des systéemes de
concepts et des notations qui rendraient possibleodifier au calcul formel des espaces
les plus vastes du raisonnement, assurant un ¢@rdgcdomatique, sdr, indépendant de
I'état d’esprit du penseur. On développe aussindegens de s’assurer que les calculs font
bien ce qu’on veut qu’ils fassent, dans les coodgiles moins contraignantes possible.

L’activité du calcul formel, en elle-méme, ne cadist pas les mathématiques. Le
calcul formel est un produit du travail du mathémiah, et c’est aussi son outil de
raisonnement. Mais quelqu’un qui fait des additionsrésout une équation différentielle
par une méthode connue ne fait pas encore (ou ihelés), au moment méme, des
mathématiques.

6.2. Si telle est la nature des raisonnements mathétiques, quelle est leur
pertinence pour la formation de futurs citoyens ?

Les questions qui sous-tendent les raisonnemertt¥¥matiques sont-elles accessibles et
intéressantes pour les éléeves des écoles primatresecondaires, ainsi que pour les
étudiants ne se dirigeant pas vers les mathématRugentrainement a faire de tels

raisonnements a-t-il quelque valeur pour I'éducaties futurs citoyens et professionnels,
autres que les mathématiciens ?

Les éducateurs et les mathématiciens surestimerpgolevoir et I'applicabilité
universelle des raisonnements mathématiques etnumieles généraux. Il y a peu
d’applications, en dehors des mathématiques, desnr@ements dans des systemes de
concepts explicites et bien définis. Les praticidagdiverses professions ont beaucoup de
contréle sur ce gu’ils font, mais les preuves miatfiques ne sont pas, normalement, les
moyens de ce contrdle. Les problemes en milieuaail sont la plupart du temps trop
complexes et trop urgents pour étre résolus a damks seuls raisonnements
mathématiques.

Je crois donc que, dans l'enseignement général ntthématiques, il faut se
restreindre aux raisonnements dont une partieoest e contréle d’'un calcul formel, mais
ne pas exiger de tous les éléves qu'ils revienarstite sur leurs raisonnements pour les
écrire dans un code spécifié et pour se poser adejet toutes sortes de questions
purement mathématiques.

6.3. L’entrainement scolaire aux raisonnements matimatiques va-t-il produire des
employés plus autonomes dans leur travail ?

On dit qu'aujourd’hui, I'industrie n’a plus besade travailleurs « a la chaine », qui ne font
qgue suivre des instructions et font les mémes ggete apres jour pendant des années,
mais de décideurs, d’organisateurs du travail. @rhaite donc que les dipléomés de nos
écoles soient & méme de prendre des décisions tHgoa autonome, informée de toutes
sortes de faits et de relations entre les variatlesystéme avec lequel ils travaillent. lls ne
vont pas apprendre cela dans des cours de preuweatrematique. Ces cours peuvent
rendre les étudiants encore plus dépendants degeasts. lIs ne vont pas apprendre tout
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¢a, non plus, dans des cours ou ils ne font quepuken des inscriptions formelles ou
substituer des nombres aux variables dans des fesnmautes faites pour calculer les
valeurs demandées. Quel est donc le conseil quiese donner ?

Les éléves doivent surtout « savoir ce gu'ils forh mathématiques et en sciences

L'école a le devoir de préparer les jeunes a ded®s membres actifs de la société et pas
seulement de passifs mangeurs de bonbons. Pour icdlaut que les éleves aient
I'expérience et le godt de raisonner, c’'est-a-dieese poser des questions pour savoir
pourquoi et comment les choses sont comme elles $dais ce but ne sera pas
nécessairement atteint au moyen de I'exercice dasdstrations géométriques de type :
démontrer que, dans telles et telles conditiorigrisngle est isocelePar contre, il y a un
grand potentiel dans des questions comme celles-gualenthal a proposées, il y a bien
longtemps :

Why does a piece of paper fold along a straigha fin
Why does a rolled piece of paper become rgid
Why does a tied paper ribbon show a regular pemayo
How do shadows originate
What is the intersection of a plane and a sphergvorsphere8
Why can the radius of a circle be transferred sixes around its periphef¥
How come a beautiful star arises by this constorch
(Freudenthal, 1973, p. 404).

L'étudiante adulte, ancienne comptable, interviepis haut, se plaignait que, bien
gu’elle ait été capable de démontrer quelques @& des nombres, elle avait du mal a
« savoir ce qu’elle faisait ». Elle avait du masavoir, dans le cas de certains problemes
concrets, ce qu’elle cherchait, pourquoi, et sgakelle avait trouvé était bien ce qu'elle
cherchait. Mais elle manquait aussi d’une perspeqtius large sur ce qu’elle faisait, en
général, dans ce cours ; quel était le but etrs de toutes ces activités de preuve. L'idée
gue « savoir ce qu’on fait », dans la pratiqueadednstruction du savoir scientifique, c’est
chercher des régularités ou des « lois », et palersent s’assurer que tel ou tel énoncé
particulier est vrai pour toutes les valeurs d’'uwestaine variable, lui échappait. En
focalisant I'attention des étudiants sur des verkdéocales » et des méthodes précises pour
les démontrer, on risque de perdre de vue que, daasperspective plus large de la
pratique des sciences, I'erreur locale n’a pasnatint d’importance. Comme disait si bien
le physicien et philosophe Jan Bronowski,

The future is, as it were, always a little out ofds, and everything that we foresee in it is
seen embedded in a small area of uncertainty. théshuman situation and the situation of
science. We do not contemplate the facts withawatrebut because we know what we are
doing, we may act upon them without féparaphrase de Clifford, un physicien du®19
siecle] ‘Because we know what we are doing’ : this isa¢hec of science. We are not merely
observing and predicting facts ; and that is why gahilosophy which builds science only
from facts is mistaken. We know, that is we finmislaand every human action uses these
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laws, and at the same time tests them and feelsrdswiew laws. It is not the form of these
laws which matters. The laws of science, like thelsieh we use in our private behaviour,
remain helpful and truthful whether they containrdglike ‘always’, or only ‘more often
than not’. What matters is the recognition of taw lin the facts. It is the law we verify : the
pattern, the order, the structure of events. Thisvhy science is so full of symbolism of
numbers and geometry, which are the most familigoressions of structural relations
(Bronowski, 1960/1951, p. 134).

Devons nous déléguer la prise de conscience deingpge de I'avancement de la
science aux cours de « pensée critique », si poesil@armi les étudiants (voir par ex.
Boisvert, 1999 ; Breton et Gauthier, 2000) ? Dassaurs, cette perspective globale n’est
transmise que comme une philosophie, un savoiriggécCe n’est que dans les cours de
mathématiques et de sciences que les étudiantsa ehiance de pétrir, avec leur propres
mains, la pate du savoir scientifique en toute cemee de ce qu'ils font.

Comment donc aider les éleves a comprendre cesdotit en mathématiques de
fagcon a ce que ca leur soit utile dans leurs psides futures ? On dit que la notion de
fonction est peut-étre privilégiée, dans sa capact créer des ponts entre les
mathématiques scolaires et les mathématiques d&apnofessions. Mais ce n’est pas en
démontrant rigoureusement qu’une relation donnéeires fonction bijective que ce pont
pourra étre créé. Les exercices algébriques suimhites et dérivées n’assureront pas ce
pont non plus. Il faut des approches beaucoup piugiles. On en trouve quelques
suggestions dans les articles du numéro spécialadevue Educational Studies in
MathematicqVol. 57.3, 2004 On forms of knowing : The role of bodily activitydatools
in mathematical learning On y montre, entre autres, que l'interactioncades outils,
I'activité physique, prioperception, le contréle slen corps afin d’obtenir un mouvement
avec certaines caractéristigues mathématiquesgaanple suivant une courbe représentée
graphiquement) rendent les éléves plus maitre&telé des variation de fonctions, que
les démonstrations formelles basées sur les défisitet théorémes portant sur des
fonctions et des dérivées. Il y a sans doute céaudpproches a découvrir ou redécouvrir.
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